
第 5 章 積分法とその応用

5.1 不定積分

5.1.1 不定積分とその基本性質

A 不定積分

数学 IIで学んだように，微分すると f(x)になる関数があれば，その関数を f(x)の
原始関数という．F (x)が f(x)の原始関数であるとき，すなわち F ′(x) = f(x) のと
き，任意の定数Cに対して

(F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x)

が成り立つから，F (x) + C も f(x)の原始関数である．
また，F (x)とG(x)がともに f(x)の原始関数ならば，G′(x) = F ′(x) となるから，

139ページで学んだように

G(x) = F (x) + C

となる定数Cが存在する．
以上からわかるように，関数 f(x)の原始関数が存在するならば，それは無数にあ
る．その 1つを F (x)とすると，f(x)の原始関数全体は，次の形に書き表される．

F (x) + C Cは任意の定数

この表示を f(x)の不定積分といい1，
∫

f(x) dx で表す．f(x)の不定積分を求める

ことを，f(x)を積分するといい，上の定数Cを積分定数という．また，f(x)を被積
分関数といい，xを積分変数という．

f(x)の不定積分¶ ³

F ′(x) = f(x) のとき，f(x)の不定積分は∫
f(x) dx = F (x) + C Cは積分定数

µ ´
1 不定積分を原始関数と同じ意味で用いることもある．
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190 第 5章 積分法とその応用

原始関数を求めることは微分法の逆の計算であるから，与えられた関数の不定積
分を求めるには，導関数の公式が逆に利用される．
まず，(xα+1)′ = (α + 1)xα，(log |x|)′ = 1

x から，次の公式が成り立つ．

x¸の不定積分¶ ³

α 6= −1 のとき
∫

x¸ dx =
1

α + 1
x¸+1 + C

∫
1

x
dx = log |x| + C

µ ´
［注意］不定積分におけるCは積分定数を表すが，今後はその断りを省略する．

例 5.1 (1)

∫
1

x4
dx=

∫
x−4 dx =

1

−4 + 1
x−4+1 + C

=−1

3
x−3 + C = − 1

3x3
+ C

(2)

∫ √
x dx=

∫
x

1
2 dx =

1
1
2 + 1

x
1
2
+1 + C

=
2

3
x

3
2 + C =

2

3
x
√

x + C ← x
3
2 =

√
x3 = x

√
x

［注意］今後は，
∫

1

f(x)
dx を

∫
dx

f(x)
と書くことがある．

練習 5.1 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x5 dx (2)

∫
dx

x3

(3)

∫
x

1
3 dx (4)

∫
x−

1
3 dx

(5)

∫
x
√

x dx (6)

∫
dx√

x
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5.1. 不定積分 191

B 不定積分の基本性質

数学 IIで学んだように，不定積分について，次の公式が成り立つ．ただし，不定
積分についての等式では，両辺の積分定数の違いは無視することにする．
関数の定数倍および和，差の不定積分¶ ³

1

∫
kf(x) dx = k

∫
f(x) dx kは定数

2

∫
{f(x) + g(x)}dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx

3

∫
{f(x) − g(x)}dx =

∫
f(x) dx −

∫
g(x) dx

µ ´

例 5.2

∫
(x− 1)(x− 2)

x2
dx=

∫
x2 − 3x + 2

x2
dx =

∫ (
1− 3

x
+

2

x2

)
dx

=

∫
dx− 3

∫
dx

x
+ 2

∫
dx

x2

=x− 3 log |x| − 2

x
+ C

［注意］上の計算のように，記号
∫
が取れた段階で積分定数Cをつければよい．

また，
∫

1 dx は 1を省略して
∫

dx と書くことがある．

積分変数が x以外の場合も，同様にして不定積分が求められる．

練習 5.2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 4x + 1

x3
dx (2)

∫
(x2 − 2)(x2 − 3)

x4
dx
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192 第 5章 積分法とその応用

(3)

∫
x + 2√

x
dx (4)

∫
(
√

x− 1)2

x
dx

(5)

∫
1− y − y2

y2
dy (6)

∫ (
3t2 − 1

t

)2

dt
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C 三角関数，指数関数の不定積分

三角関数，指数関数の微分については，次のことを学んだ．

(sin x)′ = cos x (cos x)′ = − sin x (tan x)′ =
1

cos2 x
(ex)′ = ex (ax)′ = ax log a

これらのことから，次の公式が得られる．
三角関数，指数関数の不定積分¶ ³

∫
sin x dx = − cos x + C,

∫
cos x dx = sin x + C

∫
dx

cos2 x
= tan x + C,

∫
ex dx = ex + C,

∫
ax dx =

ax

log a
+ C

µ ´

例 5.3 (1)

∫
(2 sin x + 3 cos x)dx=2

∫
sin x dx + 3

∫
cos x dx

=−2 cos x + 3 sin x + C

(2)

∫
tan2 x dx=

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx ← 1 + tan2 x =

1

cos2 x

=tan x− x + C

例 5.4

∫
(3ex − 2x)dx = 3

∫
ex dx−

∫
2x dx = 3ex − 2x

log 2
+ C

練習 5.3 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(cos x− 2 sin x)dx (2)

∫
2 cos3 x− 1

cos2 x
dx
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(3)

∫
dx

sin2 x− 1
(4)

∫
(2− tan θ) cos θ dθ

(5)

∫
4x dx (6)

∫
(3x − 2ex)dx

5.1.2 置換積分法と部分積分法

A f(ax + b)の不定積分

関数 f(x)の原始関数F (x)を利用して，合成関数 f(ax + b)の不定積分を求めるこ
とを考えよう．

F ′(x) = f(x) であるから，合成関数の微分法により

d

dx
F (ax + b) = aF ′(ax + b) = af(ax + b) ← 93 ページの

練習 3.12(1) を参照

が成り立つ．したがって，次の公式が得られる．
f(ax + b)の不定積分¶ ³

F ′(x) = f(x)，a 6= 0 とするとき
∫

f(ax + b)dx =
1

a
F (ax + b) + C

µ ´
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例 5.5 (1)

∫ √
3x + 2 dx=

∫
(3x + 2)

1
2 dx =

1

3
·(3x + 2)

1
2
+1

1
2 + 1

+ C

=
2

9
(3x + 2)

3
2 + C =

2

9
(3x + 2)

√
3x + 2 + C

(2)

∫
cos 4x dx =

1

4
sin 4x + C

(3)

∫
e1−2x dx = −1

2
e1−2x + C

練習 5.4 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
(3x + 1)4 dx (2)

∫
(4x− 3)−3 dx

(3)

∫ √
2x + 1 dx (4)

∫
1√

1− 2x
dx

(5)

∫
sin 2x dx (6)

∫
e3x−1 dx
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B 置換積分法

F (x)を f(x)の原始関数とする．xが tの関数として x = g(t) と表されるとき，
y = F (x) は tの関数でもある．g(t)が微分可能なとき

dy

dx
= f(x)

dy

dt
=

dy

dx
·dx

dt
= f(x)g′(t) = f(g(t))g′(t) ←合成関数の微分法

yをそれぞれ不定積分で表すと，次の置換積分法の公式が成り立つ．

置換積分法 (1)¶ ³

1

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t))g0(t) dt ただし x = g(t)

µ ´
［注意］g′(t) =

dx

dt
であるから，

∫
f(x) dx =

∫
f(g(t))

dx

dt
dt と書くことができる．

例題 5.1 不定積分
∫

x
√

1− x dx を求めよ．

【解】
√

1− x = t とおくと x = 1− t2，
dx

dt
= −2t

よって
∫

x
√

1− x dx=

∫
(1− t2)t(−2t)dt = 2

∫
(t4 − t2)dt

=2

(
t5

5
− t3

3

)
+ C =

2

15
t3(3t2 − 5) + C

=− 2

15
(3x + 2)(1− x)

√
1− x + C

練習 5.5 例題 5.1の不定積分を，1− x = t とおいて求めよ．
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練習 5.6 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x(1− x)4 dx

(2)

∫
x
√

2x− 1 dx

(3)

∫
x√

x + 1
dx
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C f(g(x))g0(x)の不定積分

前ページの置換積分法 (1)の公式において，左辺と右辺を入れ替えて，積分変数 t，
xをそれぞれ x，uに書き変えると，次の公式が得られる．
置換積分法 (2)¶ ³

2

∫
f(g(x))g0(x) dx =

∫
f(u) du ただし u = g(x)

µ ´
［注意］g′(x) =

du

dx
を形式的に g′(x) dx = du と書き表すと，公式が覚えやすい．

例題 5.2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x
√

x2 + 1 dx (2)

∫
cos2 x sin x dx

【解】 (1) (x2 + 1)′ = 2x であるから，x2 + 1 = u とおくと
∫

x
√

x2 + 1 dx=
1

2

∫
2x
√

x2 + 1 dx =
1

2

∫ √
x2 + 1(x2 + 1)′dx

=
1

2

∫ √
u du =

1

2
·2
3
u

3
2 + C

=
1

3
(x2 + 1)

√
x2 + 1 + C

(2) (cos x)′ = − sin x であるから，cos x = u とおくと
∫

cos2 x sin x dx=−
∫

cos2 x(− sin x)dx

=−
∫

cos2 x(cos x)′dx = −
∫

u2 du

=−1

3
u3 + C = −1

3
cos3 x + C
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練習 5.7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2
√

x3 + 2 dx (2)

∫
sin3 x cos x dx

(3)

∫
log x

x
dx (4)

∫
xex2

dx
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198ページの公式 2において，とくに f(u) =
1

u
とすると

∫
g′(x)

g(x)
dx =

∫
1

u
du = log |u|+ C = log |g(x)|+ C

となる．すなわち，次の公式が成り立つ．¶ ³

3

∫
g0(x)

g(x)
dx = log |g(x)| + C

µ ´

例題 5.3 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x

x2 − 3
dx (2)

∫
tan x dx

【解】 (1)

∫
2x

x2 − 3
dx =

∫
(x2 − 3)′

x2 − 3
dx = log |x2 − 3|+ C

(2)

∫
tan x dx =

∫
sin x

cos x
dx = −

∫
(cos x)′

cos x
dx = − log | cos x|+ C

練習 5.8 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x + 1

x2 + x− 1
dx

(2)

∫
ex

ex + 1
dx

(3)

∫
dx

tan x
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D 部分積分法

積の微分法の公式 {f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

によると，f(x)g(x)は右辺の関数の原始関数であるといえる．

よって f(x)g(x) =

∫
f ′(x)g(x) dx +

∫
f(x)g′(x) dx

これより，次の部分積分法の公式が成り立つ．
部分積分法¶ ³

4

∫
f(x)g0(x) dx = f(x)g(x) −

∫
f 0(x)g(x) dx

µ ´

例題 5.4 不定積分
∫

x cos x dx を求めよ．

【解】
∫

x cos x dx=

∫
x(sin x)′ dx

=x sin x−
∫

(x)′ sin x dx

=x sin x−
∫

sin x dx

=x sin x + cos x + C

←
Z

x g′(x) dx の形と考える．

部分積分法の公式を利用すると，とくに次のことが成り立つ．
∫

x g′(x) dx = x g(x)−
∫

g(x) dx
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練習 5.9 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x sin x dx

(2)

∫
xe−x dx

応用例題 5.1 次の不定積分を求めよ．
∫

log x dx

¶ ³

考え方 log x = (log x)·1 = (log x)·(x)′ と考える．
µ ´

【解】
∫

log x dx=

∫
(log x)·(x)′ dx

=(log x)·x−
∫

(log x)′·x dx

=x log x−
∫

1

x
·x dx

=x log x− x + C
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練習 5.10 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
log 2x dx

(2)

∫
log x2 dx

(3)

∫
x log x dx
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5.1.3 いろいろな関数の不定積分

A 分数関数の不定積分

分数関数の不定積分を求めるとき，式をうまく変形すると，これまでに学んだ不
定積分の公式が利用できるようになる場合がある．

例題 5.5 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
2x2 + 1

x + 1
dx (2)

∫
dx

x2 − 1

【解】 (1)
2x2 + 1

x + 1
= 2x− 2 +

3

x + 1
であるから

∫
2x2 + 1

x + 1
dx=

∫ (
2x− 2 +

3

x + 1

)
dx

=x2 − 2x + 3 log |x + 1|+ C

(2)
1

x2 − 1
=

1

2

(
1

x− 1
− 1

x + 1

)
であるから

∫
dx

x2 − 1
=

1

2

∫ (
1

x− 1
− 1

x + 1

)
dx

=
1

2
(log |x− 1| − log |x + 1|) + C

=
1

2
log

∣∣∣∣
x− 1

x + 1

∣∣∣∣ + C

← 2x2 + 1 を x + 1 で割った

商が 2x− 2，余りが 3 である．

例題 5.5(2)のように，1つの分数式を簡単な分数式の差や和の形で表わす変形を，
部分分数に分解するという．部分分数の分子を決めるには，恒等式の性質が用いら
れる．

練習 5.11
x

(x + 1)(x + 2)
=

a

x + 1
+

b

x + 2
を満たす定数 a，bの値を求めよ．また，

この結果を利用して，不定積分
∫

x

(x + 1)(x + 2)
dx を求めよ．
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練習 5.12 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x2 − 1

x + 2
dx

(2)

∫
4x2

2x− 1
dx

(3)

∫
3

x2 + x− 2
dx
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B 三角関数に関する不定積分

三角関数に関する積分では，次の公式がよく使われる．

sin2 α =
1− cos 2α

2
，cos2 α =

1 + cos 2α

2
，sin α cos α =

sin 2α

2

また，積を和や差の形にするには，次の等式が使われる．

sin α cos β =
1

2
{sin(α + β) + sin(α− β)}

cos α cos β =
1

2
{cos(α + β) + cos(α− β)}

sin α sin β = −1

2
{cos(α + β)− cos(α− β)}

←右辺を計算すれば

左辺を導くことが

できる．

例題 5.6 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
sin2 x dx (2)

∫
sin 3x cos x dx

【解】 (1)

∫
sin2 x dx=

∫
1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫
(1− cos 2x)dx

=
1

2

(
x− 1

2
sin 2x

)
+ C =

1

2
x− 1

4
sin 2x + C

(2)

∫
sin 3x cos x dx=

1

2

∫
(sin 4x + sin 2x)dx

=
1

2

(
−1

4
cos 4x− 1

2
cos 2x

)
+ C

=−1

8
cos 4x− 1

4
cos 2x + C
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練習 5.13 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
cos2 x dx (2)

∫
sin2 3x dx

(3)

∫
cos 2x cos 3x dx (4)

∫
sin 3x sin x dx
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5.1.4 補充問題

1 次のことを示せ．

(1)

∫
dx

sin2 x
= − 1

tan x
+ C (2)

∫
dx

tan2 x
= − 1

tan x
− x + C

2 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
x√

4− x2
dx (2)

∫
dx

ex + 1
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(3)

∫
log(x + 1)

x2
dx (4)

∫
(sin x + cos x)2 dx

(5)

∫
sin3 x dx (6)

∫
cos4 x dx
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3 不定積分
∫

dx

1 + cos x
を，次の各方法により求めよ．

(1) 分母と分子に 1− cos x をかける．

(2) 1 + cos x = 2 cos2 x

2
を利用する．
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4 次の 2つの条件をともに満たす関数 F (x)を求めよ．

［1］ F ′(x) =
1

x2 + 3x + 2
［2］ F (0) = 0

【答】

1

[
(1)

(
− 1

tan x

)′
より (2)

1

tan2 x
=

1

sin2 x
− 1 と (1)を利用

]

2 (1) −√4− x2 + C (2) x− log(ex + 1) + C (3) − log(x + 1)

x
+ log

|x|
x + 1

+ C

(4) x− 1

2
cos 2x+C (5) − cos x+

1

3
cos3 x+C (6)

1

32
sin 4x+

1

4
sin 2x+

3

8
x+C

3 (1) − 1

tan x
+

1

sin x
+ C (2) tan

x

2
+ C

4 F (x) = log

∣∣∣∣
2(x + 1)

x + 2

∣∣∣∣ ［C = log 2］
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5.2 定積分

5.2.1 定積分とその基本性質

A 定積分

数学 IIで学んだように，関数 f(x)の定積分
∫ b

a

f(x) dx は，次のようになる．a

をこの定積分の下端，bを上端という．
定積分¶ ³

区間 [a, b]で連続な関数 f(x)の原始関数の 1つを F (x)とするとき

∫ b

a

f(x) dx =

[
F (x)

]b

a

= F (b) − F (a)

µ ´

定積分
∫ b

a

f(x) dx を求めることを，f(x)

を aから bまで積分するという．

区間 [a, b]で常に f(x) = 0 のとき，定積

分
∫ b

a

f(x) dx は，曲線 y = f(x) と x軸およ

び 2直線 x = a，x = b で囲まれた右の図の

斜線部分の面積 Sを表す．

　

O

y

x

S

∫ b

a

f(x) dx
y=f(x)

a b

例 5.6 (1)

∫ 4

1

√
x dx =

[
2

3
x
√

x

]4

1

=
2

3
(4
√

4− 1) =
14

3

(2)

∫ π
2

0

sin θ dθ =

[
− cos θ

]π
2

0

= 0− (−1) = 1
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練習 5.14 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

dx

x2
(2)

∫ 8

1

3
√

x dx

(3)

∫ π
2

0

cos θ dθ (4)

∫ 1

0

ex dx

(5)

∫ −1

−2

dx

x
(6)

∫ 1

−1

2x dx
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B 定積分の基本性質

数学 IIで学んだように，定積分について，次のことが成り立つ．
定積分の性質¶ ³

1

∫ b

a

k f(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx kは定数

2

∫ b

a

{f(x) + g(x)}dx =

∫ b

a

f(x) dx +

∫ b

a

g(x) dx

3

∫ b

a

{f(x) − g(x)}dx =

∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

g(x) dx

4

∫ a

a

f(x) dx = 0

5

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx

6

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx

µ ´

例 5.7 (1)

∫ 2

1

3x− 4

x2
dx=

∫ 2

1

(
3

x
− 4

x2

)
dx = 3

∫ 2

1

dx

x
− 4

∫ 2

1

dx

x2

=3

[
log x

]2

1

− 4

[
−1

x

]2

1

=3(log 2− log 1)− 4

(
−1

2
+ 1

)

=3 log 2− 2

(2)

∫ π

0

sin2 x dx=

∫ π

0

1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫ π

0

(1− cos 2x)dx

=
1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π

0

=
π

2
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練習 5.15 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

1

√
x + 1 dx (2)

∫ 1

0

(2x + 1)3 dx

(3)

∫ 1

−1

(et − e−t)dt (4)

∫ π

0

sin 2x dx

(5)

∫ 2π

0

cos2 x dx (6)

∫ π
2

0

sin 4θ cos 2θ dθ
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C 絶対値のついた関数の定積分

関数 f(x)が

a 5 x 5 c で f(x) = 0， c 5 x 5 b で f(x) 5 0

であるとき，絶対値のついた関数 |f(x)|を aから bまで積分するには，次のように区
間を分けて行えばよい．

∫ b

a

|f(x)|dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

{−f(x)} dx

この定積分は，y = |f(x)| のグラフと x軸およ
び 2直線 x = a，x = b で囲まれた 2つの部分
の面積の和を表している．

　

O

y

xa b

y = |f(x)|

y = f(x)

c

例題 5.7 定積分
∫ 2π

0

| sin x| dx を求めよ．

【解】 0 5 x 5 π のとき | sin x| = sin x

π 5 x 5 2π のとき | sin x| = − sin x

であるから

　

O

y

xπ 2π

y = | sin x|

∫ 2π

0

| sin x| dx =

∫ π

0

sin x dx +

∫ 2π

π

(− sin x)dx

=

[
− cos x

]π

0

+

[
cos x

]2π

π

= (1 + 1) + (1 + 1) = 4
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練習 5.16 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

| cos x|dx

O

y

xπ
2

π

y = | cos x|

(2)

∫ 2

−1

|ex − 1|dx

O

y

x2−1

y = |ex − 1|
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5.2.2 置換積分法と部分積分法

A 定積分の置換積分法

F (x)を f(x)の原始関数とする．xが微分
可能な関数 g(t)を用いて，x = g(t)と表され
るとき，合成関数の微分法により

d

dt
F (g(t)) = f(g(t))g′(t)

となる．a = g(α)，b = g(β) とすると

　

O

x

t

x = g(t)

α β

b

a

∫ β

α

f(g(t))g′(t) dt =

[
F (g(t))

]β

α

= F (g(β))− F (g(α))

= F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx

となる．したがって，次の公式が成り立つ．
定積分の置換積分法¶ ³

x = g(t) とおくとき，a = g(α)，b = g(β) ならば
∫ b

a

f(x)dx =

∫ ˛

¸

f(g(t))g0(t)dt

x a−→ b

t α−→β

µ ´

例 5.8 定積分
∫ 2

1

x(2− x)4 dx を求めてみよう．

2− x = t とおくと x = 2− t，dx
dt

= −1

xと tの対応は右のよ

うになる．

x 1−→ 2

t 1−→ 0

したがって

　

O

x

t1

1

2
x=2− t

∫ 2

1

x(2− x)4 dx =

∫ 0

1

(2− t)t4(−1)dt =

∫ 1

0

(2t4 − t5)dt

=

[
2

5
t5 − 1

6
t6

]1

0

=
2

5
− 1

6
=

7

30
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練習 5.17 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

x(1− x)5 dx

(2)

∫ 5

2

x
√

x− 1 dx

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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例題 5.8 a > 0 のとき，定積分
∫ a

0

√
a2 − x2 dx を求めよ．

【解】x = a sin θ とおくと dx
dθ

= a cos θ

xと θの対応は右のようになる．

この範囲では cos θ = 0 である．

また，a > 0 であるから

x 0−→ a

θ 0−→ π
2

√
a2 − x2 =

√
a2(1− sin2 θ)

=
√

a2 cos2 θ = a cos θ

したがって
∫ a

0

√
a2 − x2 dx =

∫ π
2

0

(a cos θ)a cos θ dθ = a2

∫ π
2

0

cos2 θ dθ

= a2

∫ π
2

0

1 + cos 2θ

2
dθ =

a2

2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
2

0

=
πa2

4

［注意］例題 5.8の定積分において，被積分関数

y =
√

a2 − x2

のグラフは，右の図のような半円を表す．

すなわち，定積分
∫ a

0

√
a2 − x2 dx は，半

径 aの四分円の面積を表す．

　

O

y

x

y=
√

a2 − x2
a

a−a

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）



5.2. 定積分 221

練習 5.18 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 1

−1

√
1− x2 dx

(2)

∫ √
3

−1

√
4− x2 dx

(3)

∫ √
3

1

dx√
4− x2
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応用例題 5.2 定積分
∫ 1

0

dx

x2 + 1
を求めよ．

¶ ³

考え方 x = tan θ とおいて，tan2 θ + 1 =
1

cos2 θ
を利用する．

µ ´

【解】x = tan θ とおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

xと θの対応は右のようになる．

　x 0−→ 1

θ 0−→ π
4

したがって
∫ 1

0

dx

x2 + 1
=

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ

=

∫ π
4

0

dθ =

[
θ

]π
4

0

=
π

4

［注意］被積分関数が
1

x2 + a2
のときは，x = a tan θ とおくとよい．

練習 5.19 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ √
3

0

dx

x2 + 1
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(2)

∫ 2

−2

dx

x2 + 4

B 偶関数と奇関数の定積分

関数 f(x)において
f(−x) = f(x) が常に成り立つとき，この関数を偶関数といい，
f(−x) = −f(x) が常に成り立つとき，この関数を奇関数という2．

たとえば，x2，cos x は偶関数であり，x，sin xは奇関数である．

練習 5.20 次の関数の中から，偶関数，奇関数を選べ．
1© x3 2© x4 + 3 3© tan x 4© x + cos x

2偶関数のグラフは y軸について対称で，奇関数のグラフは原点について対称である．
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関数 f(x)が偶関数または奇関数のとき，次のことが成り立つ．

偶関数，奇関数と定積分¶ ³

1 偶関数 f(x)について
∫ a

`a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx

2 奇関数 f(x)について
∫ a

`a
f(x) dx = 0

µ ´
［証明］常に次の等式が成り立つ．

∫ a

−a

f(x) dx =

∫ 0

−a

f(x) dx +

∫ a

0

f(x) dx · · · 1©

∫ 0

−a

f(x) dx において x = −t とおくと dx
dt

= −1

また，xと tの対応は右のようになる．

よって
∫ 0

−a

f(x) dx=

∫ 0

a

f(−t)·(−1) dt

=

∫ a

0

f(−t) dt

=

∫ a

0

f(−x) dx

x −a−→ 0

t a−→ 0

ゆえに， 1©から次の等式が得られる．
∫ a

−a

f(x) dx =

∫ a

0

{f(−x) + f(x)}dx

右辺において，f(x)が偶関数ならば f(−x) = f(x)，奇関数ならば
f(−x) = −f(x) であるから，1，2が成り立つ． ［証終］

例 5.9 (1) f(x) = cos x は偶関数であるから
∫ π

2

−π
2

cos x dx = 2

∫ π
2

0

cos x dx = 2

[
sin x

]π
2

0

= 2

(2) f(x) = sin x は奇関数であるから
∫ π

−π

sin x dx = 0
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練習 5.21 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 2

−2

(x3 + 3x2 + 4x + 5) dx (2)

∫ 1

−1

(ex − e−x) dx

(3)

∫ 2

−2

x
√

4− x2 dx (4)

∫ π
2

−π
2

sin2 x dx

C 定積分の部分積分

不定積分の部分積分法の公式から，次の公式が得られる．
定積分の部分積分法¶ ³

∫ b

a

f(x)g0(x) dx =

[
f(x)g(x)

]b

a

−
∫ b

a

f 0(x)g(x) dx

µ ´

例題 5.9 定積分
∫ π

2

0

x cos x dx を求めよ．

【解】
∫ π

2

0

x cos x dx=

∫ π
2

0

x(sin x)′dx

=

[
x sin x

]π
2

0

−
∫ π

2

0

(x)′ sin x dx

=
π

2
−

∫ π
2

0

sin x dx

=
π

2
−

[
− cos x

]π
2

0

=
π

2
− 1

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）



226 第 5章 積分法とその応用

練習 5.22 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π

0

x sin x dx

(2)

∫ 1

0

xex dx

(3)

∫ 2

1

x log x dx
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練習 5.23 部分積分法によって，定積分
∫ 1

−1

(x + 1)3(x− 1) dx を求めよ．

5.2.3 定積分のいろいろな問題

A 定積分と導関数

aを定数とするとき，定積分
∫ x

a

f(t) dtは xの関数である．

F ′(t) = f(t) とすると
∫ x

a

f(t) dt = F (x)− F (a)

この両辺の関数を xで微分すると，次の公式が得られる．
定積分と導関数¶ ³

aが定数のとき
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x)

µ ´

練習 5.24 次の関数を xで微分せよ．

(1)

∫ x

0

sin t dt (2)

∫ x

1

t log t dt
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応用例題 5.3 関数 G(x) =

∫ x

0

(x− t) cos t dt の導関数を求めよ．
¶ ³

考え方 積分変数 tと異なる xは定数として扱う．すなわち，∫ x

0

x cos t dt = x

∫ x

0

cos t dt となる．

また，
∫ x

0

cos t dt は xの関数である．

µ ´

【解】 G(x) = x

∫ x

0

cos t dt−
∫ x

0

t cos t dt であるから

G′(x) = (x)′
∫ x

0

cos t dt + x

(
d

dx

∫ x

0

cos t dt

)
− d

dx

∫ x

0

t cos t dt

=

∫ x

0

cos t dt + x· cos x− x cos x =

[
sin t

]x

0

= sin x

練習 5.25 次の関数G(x)について，G′(x)，G′′(x)を求めよ．

G(x) =

∫ x

0

(x− t)et dt
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B 定積分と和の極限

関数 f(x) = x2について，曲線 y = f(x)

と x軸および直線 x = 1 で囲まれた部分の
面積 Sを考えてみよう．
定積分を用いて Sを求めると

S =

∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3

である．

　

［1］

O

y

x1

1

y = x2

S

一方，図［2］のように区間 [0, 1]を n等
分して n個の長方形を作り，それらの面積
の和を Snとする．n −→ ∞ のとき，この
長方形の集まりは図［1］の斜線で示した図
形に限りになく近づくから，Sn −→ S と予
想される．

　
［2］

O

y

x1

1

y = x2

1
n

2
n n− 1

n

Sn

実際に計算してみよう．

Sn =
1

n

{(
1

n

)2

+

(
2

n

)2

+

(
3

n

)2

+ · · ·+
(n

n

)2
}

=
1

n

n∑

k=1

(
k

n

)2

=
1

n3

n∑

k=1

k2

=
1

n3
·1
6
n(n + 1)(2n + 1)

であるから

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

6

(
1 +

1

n

)(
2 +

1

n

)
=

1

3

よって， lim
n→∞

Sn = S が成り立つことが計算で確かめられた．
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練習 5.26 前ページの Sn の代わりに，
右の図［3］の長方形の面積の和 Tn を
考えても， lim

n→∞
Tn = S となることを

示せ．

　
［3］

O

y

x1

1

y = x2

1
n

2
n n− 1

n

Tn

これまでに示したような方法で，与えられた図形の面積を求めることを，一般に
区分求積法という．
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関数 f(x)が区間 [a, b]で連続で，常に f(x) = 0 のとき，面積 S =

∫ b

a

f(x) dx を

区分求積法で考えてみよう．

区間 [a, b]をn等分して，その分点の座標を，
aに近い方から順に

x1, x2, x3, · · · , xn−1

とし，次のようにおく．

a = x0, b = xn,
b− a

n
= ∆x

このとき，右の図の斜線部分の面積 Snは

　

O

y

x

y = f(x)

Sn

a x1 x2 b
|| ||
x0 xn

xn−1

∆x

Sn = f(x1)∆x + f(x2)∆x + f(x3)∆x + · · ·+ f(xn)∆x

であり，n −→∞ のとき Sn −→ S と考えられる．
一般に，常に f(x) = 0 と仮定しなくても，次のことが成り立つ．

区分求積法と定積分¶ ³

lim
n!1

n∑

k=1

f(xk)∆x =

∫ b

a

f(x) dx ただし ∆x =
b− a

n
，xk = a + k∆x

µ ´
上の公式で，とくに a = 0，b = 1 とすると，次の等式が成り立つ．

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx ← ∆x =
1

n
, xk =

k

n
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応用例題 5.4 極限値 lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1

n + 2
+

1

n + 3
+ · · ·+ 1

n + n

)
を求めよ．

¶ ³

考え方
1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
の形を作るために，

1

n
をくくり出す．

µ ´
【解】この極限値を Sとする．

S = lim
n→∞

1

n

(
1

1 + 1
n

+
1

1 + 2
n

+
1

1 + 3
n

+ · · ·+ 1

1 + n
n

)

= lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

(
1

1 + k
n

)

ここで，f(x) =
1

1 + x
とすると，求める極限値は

S = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

dx

1 + x
=

[
log(1 + x)

]1

0

= log 2

練習 5.27 次の極限値を求めよ．

(1) lim
n→∞

1

n5
(14 + 24 + 34 + · · ·+ n4)

(2) lim
n→∞

(√
1

n3
+

√
2

n3
+

√
3

n3
+ · · ·+

√
n

n3

)
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C 定積分と不等式

関数 f(x) が区間 [a, b] で連続なとき，
y = f(x) のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = b で囲まれた部分の面積を考
えると，次のことが成り立つ．¶ ³

f(x) = 0 で，常には f(x) = 0 でない

ならば
∫ b

a

f(x) dx > 0

µ ´

　

O

y

x

∫ b

a

f(x) dx
y=f(x)

a b

さらに，次のことが成り立つ．
定積分と不等式¶ ³

区間 [a, b]で連続な関数 f(x)，g(x)について

f(x) = g(x) ならば
∫ b

a

f(x) dx =
∫ b

a

g(x) dx

等号は，常に f(x) = g(x) のときに成り立つ．
µ ´

例題 5.10 次のことを示せ．

(1) x = 0 のとき
1

x2 + x + 1
= 1

(x + 1)2

(2)

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

1

2

【解】 (1) x = 0 のとき x2 + x + 1 5 (x2 + x + 1) + x

すなわち x2 + x + 1 5 (x + 1)2

両辺とも正なので，逆数をとって
1

x2 + x + 1
= 1

(x + 1)2

(2) (1)の不等式では，常には
1

x2 + x + 1
=

1

(x + 1)2
でないから

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

∫ 1

0

dx

(x + 1)2

右辺は
∫ 1

0

dx

(x + 1)2
=

[
− 1

x + 1

]1

0

=
1

2

よって
∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
>

1

2
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練習 5.28 次のことを示せ．

(1) x = 0 のとき
1

x2 + x + 1
5 1

x + 1

(2)

∫ 1

0

dx

x2 + x + 1
< log 2
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応用例題 5.5 関数 f(x) =
1

x
の定積分を利用して，次の不等式を証明せよ．

log n >
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
ただし，nは 2以上の自然数

¶ ³

考え方 自然数 kに対して，k < x < k + 1 のとき
1

x
>

1

k + 1
であるから，

∫ k+1

k

1

x
dx >

∫ k+1

k

1

k + 1
dx が成り立つ．

µ ´

［証明］自然数 kに対して，k < x < k + 1 のとき

1

x
>

1

k + 1

よって
∫ k+1

k

1

x
dx >

∫ k+1

k

1

k + 1
dx

すなわち
∫ k+1

k

dx

x
>

1

k + 1

　

O

y

x
k k + 1

y= 1
x

1
k + 1

k = 1, 2, 3, · · · , n− 1 として，辺々を加えると
∫ 2

1

dx

x
+

∫ 3

2

dx

x
+

∫ 4

3

dx

x
+ · · ·+

∫ n

n−1

dx

x
>

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n

ここで

左辺 =

∫ n

1

dx

x
=

[
log x

]n

1

= log n ← log 1 = 0

したがって

log n >
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
［証終］
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練習 5.29 関数 f(x) =
1

x
の定積分を利用して，次の不等式を証明せよ．

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
> log(n + 1) ただし，nは自然数

O

y

x
k k + 1

y= 1
x

1
k
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5.2.4 補充問題

5 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ 4

1

1 + x√
x

dx (2)

∫ π
3

0

tan θ dθ

(3)

∫ π

−π
6

cos2 2θ dθ (4)

∫ 2

0

x

(3− x)2
dx
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(5)

∫ 1

0

xe−x2

dx (6)

∫ 4

1

√
x log x dx

6 aを正の定数とする．次の定積分を求めよ．

(1)

∫ a

−a

x2
√

a2 − x2 dx (2)

∫ a

−a

x2

x2 + a2
dx
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7 等式
∫ b

a

f(a + b− x) dx =

∫ b

a

f(x) dx を証明せよ．

8 次の関数を xで微分せよ．ただし，(2)では x > 0とする．

(1)

∫ 2x

x

sin θ dθ (2)

∫ x2

x

log t dt

【答】

5 (1)
20

3
(2) log 2 (3)

7

12
π +

√
3

16
(4) 2− log 3 (5)

1

2

(
1− 1

e

)

(6)
32

3
log 2− 28

9

[
(6)

[
2

3
x
√

x log x

]4

1

−
∫ 4

1

2

3
x
√

x·1
x

dx

]

6 (1)
πa4

8
(2) 2a

(
1− π

4

)

7

[
a + b− x = t とおくと

∫ b

a

f(a + b− x)dx =

∫ a

b

f(t)(−1)dt

]

8 (1) 2 sin 2x− sin x (2) (4x− 1) log x
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5.3 積分法の応用

5.3.1 面積

A 曲線 y = f(x) と面積

212ページで述べたように，次のことが成り立つ．

曲線 y = f(x) と面積¶ ³

区間 [a, b]で常に f(x) = 0 のとき，曲
線 y = f(x) と x軸および 2直線 x = a，
x = b で囲まれた部分の面積 Sは，

S =

∫ b

a

f(x) dx

　

O

y

x

S

y=f(x)

a b

µ ´

例 5.10 曲線 y = ex と x軸および 2直線 x = −1，
x = 1 で囲まれた部分の面積 Sは

S =

∫ 1

−1

ex dx =

[
ex

]1

−1

= e− 1

e

　

O

y

x

S

1−1

1

y=ex

練習 5.30 次の曲線と 2直線，および x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x3，x = 1，x = 2

O

y

x1 2

y = x3
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(2) y =
√

x + 1，x = 0，x = 3

O

y

x3−1

y =
√

x + 1

上の公式において，区間 [a, b]で常に f(x) 5 0の
ときは，Sは次の式で表される．

S =

∫ b

a

{−f(x)} dx

　

O

y

x

S

S

y=f(x)

y=−f(x)

a b

例題 5.11 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

y = x(x + 2)2

【解】この曲線と x軸の交点の x座標は，
方程式

x(x + 2)2 = 0

を解いて

x = 0,−2

区間 −2 5 x 5 0 では，常に

y 5 0

　

O

y

x
S

y=x(x + 2)2

−2

であるから，求める面積 Sは，

S =

∫ 0

−2

{−x(x + 2)2} dx = −
∫ 0

−2

(x3 + 4x2 + 4x) dx

= −
[

x4

4
+

4

3
x3 + 2x2

]0

−2

=
4

3
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練習 5.31 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2(x− 1)

O

y

x1

y = x2(x− 1)

(2) y = cos x

(
π

2
5 x 5 3

2
π

)

O

y

xπ
2

3
2
π

y = cos x

練習 5.32 次の曲線と x軸で囲まれた 2つの部分の面積の和を求めよ．

y = x(x + 1)(x− 2)

O

y

x
−1

2

y = x(x + 1)(x− 2)

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）



5.3. 積分法の応用 243

また，数学 IIで学んだように，次のことが成り立つ．
2曲線間の面積¶ ³

区間 a 5 x 5 b で常に f(x) = g(x) の
とき，2つの曲線 y = f(x)，y = g(x)と
2直線 x = a，x = b で囲まれた部分の
面積 Sは

S =

∫ b

a

{f(x) − g(x)} dx

　

S

a

O

y

xb

y=f(x)

y=g(x)

µ ´

例題 5.12 2つの曲線

y = sin x, y = cos x

で囲まれた右の図の斜線部
分の面積 Sを求めよ．

　

O

y

x

S

π
4

π
2

π
5
4π

y = sin x

y = cos x
【解】2つの曲線の共有点の x座標は，

x = π
4 , 5

4π である．

斜線部分の範囲では，sin x = cos x であるから

S =

∫ 5
4
π

π
4

(sin x− cos x) dx =

[
− cos x− sin x

] 5
4
π

π
4

= 2
√

2

練習 5.33 次の曲線や直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) y = x2，y =
√

x

O

y

x
y = x2

y =
√

x

1
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(2) x + 4y = 5，xy = 1

O

y

x1 4

xy = 1

x + 4y = 5

yの関数 x = g(y) で表される曲線については，次のことが成り立つ．
¶ ³

区間 c 5 y 5 d で常に g(y) = 0 のとき，曲線 x = g(y) と y軸および
2直線 y = c，y = d で囲まれた部分の面積 Sは

S =

∫ d

c

g(y) dy

µ ´

例題 5.13 曲線 y = log x と x軸，y軸および直
線 y = 1 で囲まれた部分の面積 Sを
求めよ．

【解】y = log x より x = ey

常に ey > 0 であるから

S =

∫ 1

0

ey dy =

[
ey

]1

0

= e− 1

　

O

y

x
S

y = log x

1

1

練習 5.34 次の放物線と直線で囲まれた部分の面積を求めよ．

x = y2，x = y + 2

O

y

x

2

−1
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B 曲線で囲まれた図形の面積

応用例題 5.6 a > 0，b > 0 とする．楕円 x2

a2 +
y2

b2 = 1 によって囲まれた図形の面積
は πabであることを示せ．¶ ³

考え方 この楕円は x軸に関して対称である．y = 0 のとき，方程式を yに
ついて解き，y = 0 の部分を 2倍すればよい．

µ ´

【解】求める面積 Sは，右の図の斜線部
分の面積を 2倍したものに等しい．
y = 0 のとき，方程式を yについ
て解くと

y =
b

a

√
a2 − x2

　

O

y

x

b

−b

a−a

よって

S = 2

∫ a

−a

b

a

√
a2 − x2 dx =

2b

a

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx

ここで，
∫ a

−a

√
a2 − x2 dx は，半径 aの円の面積の半分である．

したがって S =
2b

a
·πa2

2
= πab

練習 5.35 次の曲線で囲まれた図形の面積を求めよ．

4x2 + 2y2 = 1

O

y

x1
2

−1
2

1√
2

− 1√
2
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aを正の定数とする．θを媒介変数
として，媒介変数表示

x = a(θ − sin θ),

y = a(1− cos θ)

の表す曲線は，右の図のようになる．
この曲線をサイクロイドという．

　

O

y

x

2a

πa 2πa
(θ=0) (θ=π) (θ=2π)

応用例題 5.7 a > 0 とする．サイクロイド

x = a(θ − sin θ), y = a(1− cos θ) (0 5 θ 5 2π)

と x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．¶ ³

考え方 曲線が x軸と交わる点の x座標は，x = 0, 2πa であるから，

S =

∫ 2πa

0

y dx である．置換積分法によって求める．

µ ´
【解】求める面積は，右の図の斜線部分

の面積であるから

S =

∫ 2πa

0

y dx

また，x = a(θ − sin θ) のとき

dx

dθ
= a(1− cos θ)

　

O

y

x

S

2πa

で，xと θの対応は右のようになる．
したがって，置換積分法によって

x 0−→ 2πa

θ 0−→ 2π

S =

∫ 2πa

0

y dx =

∫ 2π

0

y
dx

dθ
dθ

=

∫ 2π

0

a(1− cos θ)·a(1− cos θ) dθ

= a2

∫ 2π

0

(1− 2 cos θ + cos2 θ) dθ

= a2

∫ 2π

0

(
1− 2 cos θ +

1 + cos 2θ

2

)
dθ

= a2

[
3

2
θ − 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]2π

0

= 3πa2
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練習 5.36 次の曲線と x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(1) x = 3 cos θ，y = 2 sin θ (0 5 θ 5 π)

O

y

x3−3

2

(θ = 0)

(
θ = π

2

)

(θ = π)

(2) x = cos θ，y = cos 2θ (0 5 θ 5 π)

O

y

x

1

1−1

−1

(θ = 0)(θ = π)

− 1√
2

1√
2

(
θ = π

4

)(
θ = 3

4
π
)

(
θ = π

2

)
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5.3.2 体積

A 定積分と体積

立体図形の体積を計算する方法を考えよう．
232ページでは，平面図形の面積を区分求積法によって計算し，定積分を和の極限
で表した．立体図形の体積についても，区分求積法の考えを利用して定積分で表す
ことができる．

右の図のように，1つの立体が x軸に垂
直な 2平面 α，βに挟まれているとする．
この部分の体積を V とし，2平面 α，βと
x軸との交点A，Bの座標を，それぞれ a，
bとする．ただし，a < b である．

　 α βγ
S(x)

xbxa
A P B

このとき，座標が xである点 Pを通り x軸に垂直な平面 γによる立体の切り口の断
面積を S(x)とすると，体積 V は次の式で与えられる．

断面積S(x)と立体の体積V¶ ³

V =

∫ b

a

S(x) dx ただし a < b

µ ´
【解説】区間 a 5 x 5 b を n等分し，その分点

の座標を aに近いほうから順に

x1, x2, x3, · · · , xn−1

とする．また，

a = x0, b = xn,
b− a

n
= ∆x

とおく．

　 S(xk)

xbxka
A B

xn−1x1

∆x

xk−1

· · ·· · ·
||
x0

||
xn

そして，各分点を通り x軸に垂直な平面でこの立体を分割する．
このとき

Vn = S(x1)∆x + S(x2)∆x + · · ·+ S(xn)∆x =
n∑

k=1

S(xk)∆x

とすると，n −→∞ のとき Vn −→ V と考えられる．
したがって，232ページの「区分求積法と定積分」の関係から

V = lim
n→∞

n∑

k=1

S(xk)∆x =

∫ b

a

S(x) dx ［終］
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例題 5.14 底面の半径が r，高さが hの直
えん

円
すい

錐の体積 V は，V = 1
3πr2h で与えられ

ることを示せ．

【解】この直円錐の頂点から底面に垂線を
下ろし，これを x軸とし，頂点を原
点にとる．
座標が xである点を通り x軸に垂直
な平面による直円錐の切り口の断面
積を S(x) とする．

　

x h

r

S

x

S(x)

O

この断面は円であり，底面の円と相似である．また，底面の面積をSとすると，
S = πr2 である．
断面と底面の相似比は x : h であるから，面積の比は

S(x) : S = x2 : h2

よって S(x) =
S

h2
x2

←相似比が a : b ならば

面積の比は a2 : b2

したがって V =

∫ h

0

S(x) dx =

∫ h

0

S

h2
x2 dx =

S

h2

[
x3

3

]h

0

=
S

h2
·h

3

3
=

1

3
Sh =

1

3
πr2h

練習 5.37 底面積が S，高さが hの角錐の体積 V は，V = 1
3Sh で与えられることを

示せ．

x h

S

x

S(x)

O
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例題 5.15 半径 aの円Oがある．この直径AB上の点 Pを通り直線ABに垂直な弦
QRを底辺とし，高さが hである二等辺三角形を，円Oの面に対して垂直に作る．P

がAからBまで動くとき，この三角形が通過してできる立体の体積 V を求めよ．

【解】円の中心Oを原点に，直線 ABを
x軸にとる．
点 Pの座標を xとすると

QR = 2PR = 2
√

a2 − x2

よって，線分QRを底辺とする二等
辺三角形の面積 S(x)は

　

h

x

S(x)

B
a

P
O

R

QA
−a

x

S(x) =
1

2
× 2

√
a2 − x2 × h = h

√
a2 − x2

したがって V =

∫ a

−a

S(x) dx =

∫ a

−a

h
√

a2 − x2 dx

=h× πa2

2
=

π

2
a2h

練習 5.38 底面の半径が aで高さも aである直
円柱がある．この底面の直径ABを
含み底面と 45◦の傾きをなす平面で，
直円柱を2つの立体に分けるとき，小
さい方の立体の体積を求めよ．

　

45◦

x

A

O

B

x

x

y

y
O

S(x)

a
−a

a

−a
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B 回転体の体積

右の図のように，曲線 y = f(x) と x

軸および 2直線 x = a，x = b で囲まれ
た部分が，x軸の周りに 1回転してでき
る回転体の体積 V を考えてみよう．

　

O

y

xa b

y=f(x)

点 (x, 0)を通り，x軸に垂直な平面
でこの立体を切ると，その断面は半径
が |f(x)|の円である．
よって，その断面積を S(x)とすると

S(x) = π|f(x)|2 = π{f(x)}2

であるから，次の公式が成り立つ．

　

O

y

xa b

y=f(x)

x

|f(x)|

S(x)

回転体の体積¶ ³

V = π

∫ b

a

{f(x)}2 dx = π

∫ b

a

y2 dx ただし a < b

µ ´

例題 5.16 半径 rの球の体積 V は，V =
4

3
πr3 で与えられることを示せ．

【解】半径 rの球は，半円 y =
√

r2 − x2 と x

軸で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回
転するとできる．
よって

V = π

∫ r

−r

y2 dx

= π

∫ r

−r

(r2 − x2) dx

= 2π

∫ r

0

(r2 − x2) dx

= 2π

[
r2x− x3

3

]r

0

=
4

3
πr3

　

O

y

xr−r

r

−r

y=
√

r2 − x2
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練習 5.39 次の曲線と x軸で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体
の体積を求めよ．

(1) y = x2 − 2x

O

y

x2

y = x2 − 2x

(2) y = sin x (0 5 x 5 π)

O

y

xπ

y = sin x

練習 5.40 a > 0，b > 0 とする．楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 で囲まれた部分が x軸の周りに

1回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x

b

−b

a−a
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応用例題 5.8 0 < r < a とする．円 x2 + (y− a)2 = r2 が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積 V を求めよ．¶ ³

考え方 方程式を yについて解く．V は 2つの回転体の体積の差になる．
µ ´
【解】x2 + (y − a)2 = r2 を yについて解くと

y = a±
√

r2 − x2

半円 y = a +
√

r2 − x2 と x軸および 2

直線 x = −r，x = r で囲まれた部分が
x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積を V1，半円 y = a−√r2 − x2 と x

軸および 2直線 x = −r，x = r で囲ま
れた部分が x軸の周りに 1回転してで
きる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x

y=a+
√

r2−x2

y=a−√r2−x2

a

r−r

V1 = π

∫ r

−r

(a +
√

r2 − x2)2 dx, V2 = π

∫ r

−r

(a−
√

r2 − x2)2 dx

よって V =V1 − V2 = 4πa

∫ r

−r

√
r2 − x2 dx

=4πa× πr2

2
= 2π2r2a

［注意］応用例題 5.8の回転体を円環体またはトーラスという．
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練習 5.41 放物線 y = 4x − x2 と直線 y = x で囲まれた部分が，x軸の周りに 1回
転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x3

y=4x− x2

y=x

練習 5.42 曲線 y = ex と y軸および直線 y = e で囲まれた部分が，x軸の周りに 1

回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x1

1

e

y = ex

y = e
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C y軸の周りの回転体の体積

右の図のように，曲線 x = g(y) と y軸
および 2直線 y = c，y = d で囲まれた部
分が，y軸の周りに 1回転してできる回転
体の体積 V を考えてみよう．
この場合も，x軸の周りの回転体の体積と
同様に考えれば，次の公式が成り立つ．

　

O

y

x

c

y

d

x=g(y)

|g(y)|

y軸の周りの回転体の体積¶ ³

V = π

∫ d

c

{g(y)}2 dy = π

∫ d

c

x2 dy ただし c < d

µ ´

例題 5.17 放物線 y = x2 − 2 と直線 y = 3 で囲まれた部分が，y軸の周りに 1回転
してできる回転体の体積 V を求めよ．

【解】 V =π

∫ 3

−2

x2 dy

=π

∫ 3

−2

(y + 2) dy

=π

[
y2

2
+ 2y

]3

−2

=
25

2
π

　

O

y

x

y=33

−2

y=x2 − 2
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練習 5.43 次の曲線と直線で囲まれた部分が，y軸の周りに 1回転してできる回転体
の体積を求めよ．

(1) y = 4− x2，y = 1

O

y

x

4

y=1
1

y=4− x2

(2) y = 1−√x，x軸，y軸

O

y

x

1

y=1−√x
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5.3.3 補充問題

9 0 5 x 5 πの範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた 2つ
の部分の面積の和を求めよ．

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π

10 曲線 √
x +

√
y = 1 と x軸および y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

O

y

x1

1

√
x +

√
y = 1

11 曲線 y = x3 − 4x と，その上の点 (1,−3)における接線とで囲まれた部分の面
積を求めよ．

O

y

x
1

−3

−2

y=x3 − 4x
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12 0 5 x 5 π

3
の範囲において，2つの曲線 y = sin x，y = sin 2x で囲まれた部分

が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．

O

y

x

y = sin x

y = sin 2x

π
3 π

【答】

9
5

2

[ ∫ π
3

0

(sin 2x− sin x) dx +

∫ π

π
3

(sin x− sin 2x) dx

]

10
1

6

[ ∫ 1

0

(1−√x)2 dx

]

11
27

4

[ ∫ 1

−2

(x3 − 3x + 2) dx

]

12
3
√

3

16
π

[
π

∫ π
3

0

sin2 2x dx− π

∫ π
3

0

sin2 x dx

]
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5.4 章末問題

5.4.1 章末問題A

1 次の関数の不定積分を求めよ．

(1) ex
√

ex + 1

(2)
x

(x− 1)3

(3)
x

x2 − 3x + 2

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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(4) cos5 x

(5)
1

ex − e−x

(6) 2x log(x2 + 1)

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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2 次の定積分を求めよ．

(1)

∫ π
2

0

sin5 x cos x dx

(2)

∫ 1

0

ex

ex + 1
dx

(3)

∫ e

1

x2 log x dx

(4)

∫ 4

0

|(x− 4)(x− 1)3| dx

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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(5)

∫ 1√
2

− 1√
2

x2

√
1− x2

dx

(6)

∫ √
3

0

t2

(1 + t2)2
dt

3 m，nを自然数とする．定積分
∫ 2π

0

sin mt sin nt dt を，m 6= n，m = n の場合

に分けて求めよ．
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4 次の極限値を求めよ．

lim
n→∞

1√
n

(
1√

n + 1
+

1√
n + 2

+
1√

n + 3
+ · · ·+ 1√

2n

)

5 曲線 y2 = x2(1− x2) で囲まれた部分の面積の和を求めよ．

O

y

x1−1

y2 =x2(1− x2)

6 曲線 y = ex とこの曲線上の点 (1, e)における接線および y軸で囲まれた部分
の面積 Sを求めよ．また，この部分が x軸の周りに 1回転してできる回転体の
体積 V を求めよ．

O

y

x

y=ex

y=ex

1
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5.4.2 章末問題B

7 次の不定積分を求めよ．

(1)

∫
dx

x2(x + 3)

(2)

∫
dx

sin x

8 aを定数とする．定積分 I =

∫ 1

0

(ex − ax)2 dx を最小にする aの値と，Iの最

小値を求めよ．
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9 連続な関数 f(x)について，
∫ π

2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f(cos x) dx を証明せよ．

10 等式 f(x) = x +

∫ π

0

f(t) sin t dt を満たす関数 f(x)を求めよ．

11 aを正の定数とする．x > 0で定義された関数f(x)が等式
∫ x2

a

f(t) dt = log xを

満たすように，f(x)と aの値を定めよ．
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12 原点から曲線 y = log 2x に引いた接線とこの曲線および x軸で囲まれた部分
の面積を求めよ．

O

y

x

1

e
2

1
2

13 サイクロイド x = a(θ − sin θ)，y = a(1 − cos θ) (0 5 θ 5 2π) と x軸で囲
まれた部分が，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．ただし，
a > 0 とする．

O

y

x2πa

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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ヒント¶ ³

7 (1)
1

x2(x + 3)
=

a

x
+

b

x2
+

c

x + 3
と分解． (2)

1

sin x
=

sin x

sin2 x
=

sin x

1− cos2 x

9 置換積分法を利用する． 10

∫ π

0

f(t) sin t dt は定数なので = a とおく．

µ ´
【答】

1 (1)
2

3
(ex + 1)

√
ex + 1 + C (2) − 2x− 1

2(x− 1)2
+ C (3) log

(x− 2)2

|x− 1| + C

(4) sin x− 2

3
sin3 x +

1

5
sin5 x + C (5)

1

2
log

|ex − 1|
ex + 1

+ C

(6) (x2 + 1) log(x2 + 1)− x2 + C

2 (1)
1

6
(2) log(e + 1)− log 2 (3)

2e3 + 1

9
(4)

131

10
(5)

π

4
− 1

2
(6)

π

6
−
√

3

8[
(4)

∫ 1

0

(x − 4)(x − 1)3 dx −
∫ 4

1

(x − 4)(x − 1)3 dx (5) x = sin θ とおく

(6) t = tan θ とおく
]

3 m 6= n のとき 0 m = n のとき π

4 2(
√

2− 1)

[
極限値を定積分で表すと

∫ 1

0

dx√
1 + x

]

5
4

3

[
この部分は x軸，y軸について対称である． S = 4

∫ 1

0

x
√

1− x2 dx

]

6 S =
e

2
− 1，V =

e2 − 3

6
π

[
S =

∫ 1

0

ex dx−
∫ 1

0

ex dx

]

7 (1)
1

9
log

∣∣∣∣
x + 3

x

∣∣∣∣−
1

3x
+ C (2)

1

2
log

1− cos x

1 + cos x
+ C

8 a = 3 で最小値
1

2
(e2 − 7)

[
I =

1

3
a2 − 2a +

1

2
(e2 − 1)

]

9

[
左辺 =

∫ π
2

0

f
(
cos

(π

2
− x

))
dx ここで，

π

2
− x = t とおく

]

10 f(x) = x− π

[ ∫ π

0

f(t) sin t dt = a とおくと
∫ π

0

(t + a) sin t dt = a

]
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11 f(x) =
1

2x
(x > 0)，a = 1

[
2xf(x2) =

1

x
から f(x2) =

1

2x2
，また等式に

おいて x =
√

a を代入すると
1

2
log a = 0

]

12
e

4
− 1

2

[
接点の座標は

(e

2
, 1

)
，面積は

1

2
× e

2
× 1−

∫ e
2

1
2

log 2x dx

]

13 5π2a3

[
V = π

∫ 2πa

0

y2 dx = π

∫ 2π

0

a2(1− cos θ)2·a(1− cos θ) dθ

= πa3

∫ 2π

0

(1− cos θ)3 dθ = πa3

∫ 2π

0

(1− 3 cos θ + 3 cos2 θ − cos3 θ) dθ

ここで，
∫ 2π

0

cos3 θ dθ = 0 など
]

さくらの個別指導 （さくら教育研究所）
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