
第8驚座

極値とグラフの凹凸
C解 答は 「解説と解答」p.39

■ この講座 のね らい■  〔「数学βの完全整理」p.58～69参 照〕

1.デ ′
(I)>0の とき増加,デ

′
(I)<0の とき減少

2.デ ′
(I)の 符号の変化するところが極値

3.デ ″
(I)>0の とき下に凸,デ

〃
(I)<0の とき下に凹

4.デ ″
(I)の 符号の変化するところが変曲点

5.グ ラフの概形の理解(増減 ・凹凸表)

数学III

次の和 北 答え良

(1 )関数/ (打)を/ (打) =打l o g打とするとき,

(2)/(打)=(労+2)V4-打 2とする。ノ=/(打)

点,凹 凸を調べて,表 をつくれ。

ノ=/位 )の 極値を求めよ。

の表す曲線の概形をえがくために, /(打)

(順天堂大一医)

の極値,曲 線の変曲

(東京慈恵会医大)

●解答へのハppに断c角

(1)/(打)=打10g打

/′(打) =〔

増減表から, 労=〔

樋区/1イヽ直は  /(〔

(2)4-方 2≧0か ら,

/の=〔

∴/匂=〔

〕

〕で極/J。ヽ

〕)=〔       〕

-2≦ 打≦2

χ

/′(打)

/(ア)

鱗の陶 iHf5

●平均値の定理

α<び<うであるごが存在して

=灼

/′(万)>0な らば増加

/′(イ)<0な らば減少

←ノ=V4-ガ 2

サ=4-方 2と ぉ くと ノ=″ブ

の = の . 冴
滋  力 放

=号ルー1。(-2/)

ln/4/2ぃ歩.誇

(/θ)′=/竹十/ゴ

( 孝 ) ′

= 宰

……固

死 一 1 - 海 1

メ
′
(ガ)

/″(労)

/(ガ)
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職 綱 却 町 し刊 に… 次の和 北 答え鬼

(1)/し)の定義域を求めよ。

(2)/′(打),メ
″
し)を求めよ。

得)ノ=/し)の増減と変曲″点を調べ,グラフの概形をかけ。                (島根医大)

●解答へのAppruc角

(1)/(打)の定義域は,

α> 1 の とき, 〔

0 < α< 1 の とき,

OД ,=   =

( 3 ) ( i ) α> 1 の とき:

打>2‐で/′(ガ)>0, /″(打)

変曲点は 〔

/(2)=0, lim/(ィ)=〔

労≧2で単調〔   〕で,

(11)0<α<1の とき:

1<打<2で ,メ
′
(労)<0か

/″し)=0の解αは α=

1<方<α で /″位)>〔

α<ァ<2で /″●)<〔

/(2)=0,メ品/(打)=〔

よって,ノ=/(打)の増減,

まず,真 数条件 労-1>0

〕≧1    .・. 打≧〔

〕≦〔   〕

〕<労≦〔

と logα(労-1)≧ 0

〕

〕

1

……国

0<〔

・・・ 〔

…・国
〕21og α(〔 〕)A/1

……固只 つ=―

〓

剣
　
　
　
　
グ

　
　

ら
，

ｒ
ｔ

よっ毛馳朝まし,7-  )
〕,メ雰。/′(イ)=〔

凹凸は次のようになる。

労 α

/′(打)

/″(イ)

/(打)
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解法のPを)i阿f5

●実数条件

log冴 のとき,真 数条件 χ>0

底の条件 α>0,α キ1

77の とき,万 ≧0

←孝=孝,孝

担ogα(χ-1)={logα(ダー1)}号

←区問 (α,あ)で

メ
″
(I)>0
=→ 夕=r(・)は 下に凸

メ
″
(I)<0
=→ ノ=r(・)は 下に凹

メ
″
(I)の符号の変わる点が変曲点

←0<α <1の とき

ダ=1は 漸近線

ノ

だ

ヽ

ヽ

⇒

⇒

⇒

↓

刈
刈
刈
剣
剣

刈
剣
剣

抑
抑
抑
抑
抑
抑
抑
抑

↑



極値 とグラフの凹凸

次の御 掟 答え良

0労 > 0の とき,夕
χ
と

号
プ のX / J をヽ比べ,そ れを用いて, I m打 夕χを求めよ。

(二重大)(2)関 数 ノ=(1+ガ )タ
ーχのグラフをかけ。

●解答へのハppruc角

働/1/1=夕を考
/′(打)=〔

よって,/′(打)は

ゆえに,/1/)は

0〔  〕解
一χ〔

lim旅ダχ=〔

( 2 )ノ =(1 +労 )タ
ーχ

ノ
′= 〔     〕

ノ
″=〔

これから,次 の増減,凹 凸の表が得られると

とおく。χ>0に ついて,

〕,/″(打)=〔       〕>〔

打>0で 単調増加で, また /′(0)=1>0

・・・ /′(打)〔  〕0(打>0)

打>0で 単調増加で, また,/(0)=1>0

・・・/(打)〔  〕0 (打>0)

・・・夕χ〔 〕琴(ガ>0)

limノ=〔    〕

limノ=〔  〕

労=-1の とき,ノ=〔

２

一
方

……□

拓 1

ノ

ノ

ノ

鱗の陶imf5

←/′(ア) > 0 - メ ( イ)は増加

/″(万)>0-/′ (ア)は増カロ

←はさみうちの原理

←(/θ)′=/竹十/g′

を静=塚争。宅みから
( タ

ギ
) ′= ― タ

ギ

←
〉:‖)→だ

;;毛培)→い↓

;'こ竹}Ξ⇒く→

３



[室B酸 ノ=穴つ=移ギキ丁につ叱
(1)増 減を調べ,極 値を求めよ。

(2)凹 凸を調べ,変 曲点を求めよ。 (群馬大一医)

(1)関 数 ノ=(%3+2打 +2)が χ
の増減を調べて,グ ラフの概形をかけ。ただ

し, 2は 自然対数の底であって,2.7<2<2.8で ある。

12)定 数 αに対 して,方程式 (χ
3+2%+2)が ズ=α の異なる実数解の個数を

求めよ。                     (信州大―理 ・医)

χ>0で 定義 された関数 /(χ)=2χ
21。

gχ十%2に ついて,次 の問いに答 え

よ。ただし,対 数は自然対数 とする。

関数 /(労)の 増減を調べ,極 値を求めよ。また,曲 線 ノ=/(打)の 凹凸を

調べ,変 曲点の座標を求めよ。             (徳島大―理系)

関数 /(打)=log(2sinχ)(0<打 <π)に ついて,次 の問いに答えよ。ただし,

対数は自然対数 とする。

増減,極 値および凹凸を調べ,曲 線 ノ=/(打)の 概形をかけ。 (岡山大)

‖inf5

団 (/θ)′=/′θ+/θ
′

(夕

~CX)′
=2~α 。

(一 c)

F′(ィ)=/(ィ)の とき,F(ダ)を

/(ダ)の 不定積分という。

すなわち,

穴つ戎珊

(ぽ解答は 「解説 と解答」p.41)

関数 /し )=ダ
ー
(筋

2+防
)(α,例 ま定数)に ついて,関数 /(%)の 極大値の

個数を′,極 小値の個数を物とする。α,あ の値によって ″,物 はどのよう

になるか。α<0,α =0,α >0の 3つ の場合に分けて考察 し,ア,物 の値を

求めよ。 (富山医薬大)

□

□
酸 穴つ=幸

ァと万
にお叱 拷の値都 倣 嘘 めたと乱 労>2に □ αの範酌こ注意比 ていね

いに調べる。

おいて /(χ)が 極値をもつようなαの値を定めよ。 (慶大)

(-1,/(-1))は 曲

は正の定数で,刻 ま

関数 /(打)=(筋 十b)2~鉱 は χ=-2で 極値をとり,点

線 y=/(打 )の 変曲点であるとする。ただし,α,あ,c

自然対数の底である。

(1)cの 値を求め, うをαで表せ。

(2)/1/)と その不定積分 F(χ)が 等式

材瑞ラ1/(3カ)一/(0)一F(2カ)十F(0))=-24
をみたすとき,α,う の値を求めよ。 (大阪市大)

□ (iテ)′=響
(22ズ)′=22χ.2=222x

固 (/o)′干/′g十/g′

( 2 ~ズ)′
=ク

~χ°
( - 1 )

固 (/θ)′主/′θ十/g′

(bg χ)′=学

日  夕=log(Sin労)→  サ=sinガ

とお くと ノ=logナ

孝=緋・孝=キ。cOSχ

g=2仰 声卜あ g=2α ″十あ

(a<0) (a>0)

留= う

(a=0,b>0)



● 嘔
C解 答は 「解説と解答」p.44

第9驚座 ■この講座のねらい■  〔「数学βの完全整理」p.58～69参照〕

1. デ(a)が 最小値 とは, す(α)≦す律)

2.す (a)が 最大値 とは,す (a)≧す(I)

3.デ (I)の 増減表を利用する。

4.極 値 と端点に注意する。

5.定 義されない点とか,土∞ は考えない。

数学III

θの値 と,最 小にする

(東京女子医大)

θの値 を求めよ。

(岡山理大)

継の陶 imf5●解答へのハppに新c角

〕

最大値

/(θ)=4sin3θ_3sin2θ+1

/′(θ)=〔

=〔    〕sin θ cOs

/′(θ)=0と おくと

sin θ=0,〔

２

十一　　　　　　　　　、コｆｒ一【”′

ｒγヽ〓ｒ「的中　巾

／
　
　
　
の

＞

　

　

　

　

／

一一
　

　

〓

ｔ

　
　
　
　
　
　
　
　
θ
　
　
　
θ

〓θ

　

る
。

　

　

　

は
　

　

は

統

一亡

“

コ

　

　

θ

……固

労 α

/′(労)

/(%)

〕

〕)

θ

メ
′
(θ)

/(θ)

←(i夕)′=響

Дり=満
打

≦

溝

=歩

(/o)′=/′g十/g′

33



解法のPを)i阿f5

←これで,α の場合分け !

←区間内で単調増加なら,/(打)は 右

端で最大値。単調減少なら,/(ガ)

は左端で最大値。

←ガキー1で ある。

←上記参照。

関数 /1/)=log(1+打)一筋 について,0≦労≦1における/し)の最大値 〃(α)を求めよ。た

だし,対 数の底は 夕である。 (室蘭工大)

●解答へのAppruc角
≦
一

打≦
一

「
―
メ

０/(打)=log(1+打)―筋

/のく
―論《 〕)

0≦打≦1 においては    〔
①より働α<〔〕のと乱

よって,/(打)は単調〔

〃(α)=/(

のとき〕0〔 〕≦α<〔

打
=

よって,こ の場合は 〔

〕≦キヨ 〕

/′(打)〔   〕0

〕で

〕)=〔      〕

②より/′1/)=0にする方の値は

亡

　

　

，

　

モ

≦
一

＜

打 1

メ
′
(労)

労／

きと

ｏ　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
の

コ

コ
　
　
Ａ
引
　
コ

　
到

軸
コ＞〓亡
　
‐のと
頚
コのと

ま

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

―

畑
煎
　
体

“
・徒

，

　

一
一

　

　

コ

　

コ

減表‐ま，　
一Ｄ
　
　
則
嗽
陶

鋸

。
　

き，
卜

ｏ
・”
　

　

コ

〓α〃

Ｄ

　

　

　

　

　

　

　

＜

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

４

伍

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
３

……□



最大値・最小値

夕>0と する。双曲線打2_ノ2=1に ″点P(0,夕)か ら2本の接線をひいて,そ れぞれの接″点をA,

Bとするとき,△ PABの 面積を最小にするような夕の値を求めよ。      (京大一理系)

●解答へのハ解rOac角

曲線 方2_ノ2=1上 の″点 位1,ノ1)における接線

〔     〕=1

が点 (0,かを通るとき

ノ1=〔    〕
ャ1=土〔

は

／
・

ｒ
限

つて

占
小　
　
　
　
が

接

　

　

　

た

〕, 〔 〕),(〔 〕, 〔 〕)

〕)×

１

一
２〓ＢＡＰ△

/(ィ)=〔

メ(打)は,

で〔  〕

にする少は

一一
　

　

〓

打／

(万=〔 〕,打>0)

右の増減表から打=〔

になるから, △PABを 〔

夕=〔

とおと

労

メ
′
(打) 十

/(打) ヽ ／

……固

解法のPOl応

←       万
2_夕 2=1

を打∽ すると

2ガー掬り
′=0

ノ′=サ●キの
ァ2_ノ2=1上 の点 (打1,ノ1)におけ

る接線は

ノ=争位~方0+ノ1
・・・ 拐ノ=万1万一方12+ノ12

・
・
・  れ労~夕 1ノ=万 12_ノ12

いま, 打1 2 _ ノ1 2 = 1 でぁるから

打1万
~ノ

ly=1

←
(号 )′

=響

←メ
′
位)>0の とき:メ(I)は 提:加

F(I)<0の とき:メ(I)は 減少
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次の関数の 打>0

(宮崎医大)

曲線Cを 次の式で定める。

c:χ
2+ノ2=1, 

0<打 <1, 0<ノ <1

このとき,曲 線Cの 接線 と2直 線 χ=1,ノ =1で 囲まれた部分の面積の

最大値を求めよ。                    (京都府医大)

座標平面において次の条件をみたす△ABCと 半平面 ダ={(%,ノ)lχ≧0} □

との共通部分の面積の最大値 を求めよ。△ABCは AB=ACで あるよう

な二等辺三角形であって,BCは ノ軸に平行でAの 座標 は(-1,0)で ある。

また,ABと ノ軸との交点をDとすると,BD=2海 である。 (京大)

次の式で表される曲線Cを かけ。

C:|ノ +111ノ ー11+1打 |=1(ノ ≧0)

直線 打=α (α>0)が 曲線Cと 2点 P,Qで 交わっているとする。PQ

l辺 とし, 4頂 点が曲線C上 にある長方形PQRSの 面積が最大 となる

きのαの値を求めよ。 (東京医歯大)

よ。
ハ
司

め

　

十伸　・２中π

最

／
（ぜ

る
　
メ

け

　

〓

麟　
０

χ=寺で極値1をとる

最小値,お よびそのとき

(新潟大―理系)

持IИ格

□  si n (打十θ)

= s i n t t c o sθtt c o sχsi nθ

=c o s  θ s i n打十sl n  θ c o s打

台形の面積

(上底十下底)・高さ

2

□ (力)′=/′g十乃
′

秒  わ 渉

滋  彦 滋

( ( 2 -ダ)号)′

=号Q一があ。(-1)

団 (Sin打)′=COs打

( c o s ァ) ′
= ― s i n 打

/′
(壬許)=0

極ヨ 1的,メDと

筋十"十 c=0と の距離:

l arO+う抑十cl

vα2+あ2

□

を

と

/ ( 打) = c o s  2 打十 α c o s 打十 う とす る。 関 数 / 位 ) は ,

ものとする。次の各問いに答えよ。

(1)定 数 α,う の値を求めよ。

(2)0≦ 打≦2πの範囲において,/(打)の最大値,

の方の値を求めよ。

円周 打2+ノ2=1上
の点 P(α,あ)に おける接線 ′と点 A(2,0)を 通 リアに

垂直な直線 との交点をHと する。次の問いに答えよ。

(1)三 角形AHPの 面積を求めよ。

(2)点 Pが 円周上を動 くとき,△ AHPの 面積の最大値を求めよ。

(鳥取大―理系)

αを定数とし,メ(労)=(労+1)2(α_χ)とおく。このとき,-1≦ 打≦1に おけ

る /(χ)の 最大値を求めよ。              (奈良県医大―改)

(げ解答は 「解説と解答」p.46)

日 (乃)′=メ
′
g十乃

′



微

■ この講座 のね らい■  〔『数学βの完全整理」pコ70～75参 照

1.微 分法の概念の理解

2.微 分法の方程式への応用

3.微 分法の不等式への応用

4.微 分法の図形への応用

5.微 分法の復習

の応用
解答は 「解説と解答」p.49

〕第10驚座

数学III

( 1 )αは正の定数 とする。打> 0の とき,

/10g打十他α頚打+211og学
り立つことを証明せ よ。ただし,対 数は自然対数 とする。

(2)0<方 <す のとき,電 べin打十
培汗

an労>打 が成り立つことを証明せよ。 (福島県医大)

●解答へのハppttcttc角 解法のPを)i阿f5

働 爪 '判 呼 十他 αヨ 打+ 2 1 1 o g望
弓多

笙

Д項
よって,/(労)の増減表は右のようになる。

・・・/(打)〔   1/(α)=〔   〕

〕)

←(/。)′=/′o十/g
とお くと,

〕=10g(1+〔

よって, これは与不等式が成 り立つことを示して

いる。等号は打=αのときにのみ成 り立つ。

0/働=牛h打十ギ井協nχ可とおくと,

/の=〔

←(子)′=二七≠埜

(舘)と名 辞

よつて,/のは0<ガ<考

与不等式は成 り立つ。

〕(0<打<一言上)
/(0)=0に注意すると,

＞
　

　

り
，

「

Ｊ

　

あでカ増調単で

Qogが=キ

打 α

″1/;

χ
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２

微 可能を職 Дル い毛 如 0を示屯

(1)/位)十万/′(ガ)>0ならば,メし)>0である。

(2)/(0)=0,/(ガ)十/′位)>0ならば,打キ0のとき,/し)は労と同符号である。       (群馬大)

●解答へのハppruc角
(1){打/(打)}′=〔          〕   .・.{χ/(打)}′>〔  〕

よって,Fし )=打メ(ガ)とおくと,Fし )は〔    〕関数,F(0)=〔

( i ) ガ> 0 のとき, F 1 / ) 〔 〕0       ・・・/ ( ガ) 〔 〕0

( 1 1 ) ガ< 0 のとき, F 位) 〔 〕0       . ・・/ ( 万) 〔 〕0

(lil)/律)十万/′●)>0で 方=0と おくと,       /(0)〔  〕0

よって, ( 1 ) , ( 1 1 ) , ( i i l ) から

/(万)十万/′(打)>0な らば /(打)〔  〕0

条件/し)十/′竹)>0の両辺に夕・(>0)をかけると,

夕χ/(打)十タズ/′(打)〔   〕0

o し) = 夕χ/ ( 打) とおくと

o′(打)=〔               〕  .・.o′(打)〔  〕0

よって,g位)は〔    〕関数で,o(0)=〔  〕

よって,打>0の ときi g位)〔  〕0   .・・/し)〔  〕0

万<0の ときi O(労)〔  〕0    ・
・・ /(打)〔  〕0

よって,ガキ0のとき,メし)と打は同符号 (ガ/(労)>0)である。
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解法のPを)i阿f5

←(/o)′=/′o十/0′

/′(ィ)>0の とき/(打)は増加

/′(ダ)<0の ときメし)は減少

■メ1/)十メ
′
1/)=1をみたす関数

/(ィ)を求めよ。

(解)両 辺に夕χをかける。

夕χ/(ァ)十タズ/′(打)=タ
ズ

・・・{タアメ(打)}′=(夕χ)′

・・・夕X / (万) =夕χt t  C

(Cは 定数)

・・・ /(ア)=タ
イ(夕X+C)

・・・ /(打)=1+Cタ
ー・

上の例のように,両辺に夕・をか

けると問題の解が見えてくるよう

になることがある。



微分法の応用

点0を 中心 とする半径 1の円を中心角 4θ

接する長方形 A B C Dを 考える。

∠AOB=2打 として,ABCDの 面積 S,1/)を 求めよ。

S,(ィ)を 最大にする方の値 と,最 大値 〃 (θ)を 求めよ。

θが0<θぐf一の範囲で変化するとき,関数〃(θ)のグラフをかけ。

(0<θ
<モ

許)で
切った扇形に, 下の図のように内

１

　

　

２

　

　

　

３

●解答へのハppruc角
(1)AB,CDの 中点をそれぞれM,Nと すると,

AM=〔     〕,OM=〔

OD=α として

ND=〔

AM=NDか ら

∴品の=〔

〕,ON=〔

〔

〕>0 (0<θ<一言―)

〕>0 (0<θ<―屯トー)
)の グラフは右のようになる。

済

ｏＮ〓
ｔ

ＭＮ〓
―

Ｓ

〕
n 打

0品〈つ=〔

( 0 <労
< 2θ <―

t打
―
)

であるから,労=〔  〕のとき,

Sa1/)は最大となる。

. ・. 〃 ( θ) = 品( θ) = 〔

……国

……□

θ

一一　
　
　
一一　
　
〃

０
　
０
　
て，

〃
　
　
〃
　
　
つ

よ

３

労
θ θ

Sθ
′
(打)

Sθ(打)

鱗の陶imf5

← MN=OM-ON

← 2  s i n  t t  c o s ァ= S i n 2 χ

cos2χ-1=-2 sin2万

← (sinァ)′=cos I

( c o s 打) ′= 一 s i n 方

←(孝)′=学
ル = り 。カ
放  冴  滋

(器)と毛 辞
/′(打)>0-/(万 )は増加

/″(ア)>0=⇒ /(ガ)は下に凸

このとき,  ノ ノ=/(万)
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(げ解答は 「解説と解答」p.51)

打を未知数とする方程式 筋=21ogχ+log3し>0)について,方程式の実

数解の個数をαの値によって分類して答えよ。 (徳島大)

%の関数 /(死)の導関数 /′し)および2次導関数 /〃(χ)が存在して,次

の3条件をみたしている。

(1)/(0)>0  (11)/′(0)>0

位D O≦χ≦1の 範囲で,つ ねに /″(%)>/(打)

このとき,0≦%≦1の 範囲で,つねに /(ィ)>0で あることを示せ。 (京大)

αを1でない正の実数とする。打の方程式 αχ―χ―
王巻万

=0が 実数解をも

つためのαの値の範囲を求めよ。            (神戸大―理系)

α,あ を正の定数 とするとき,関 数 /(χ)=打log%十
う

について,次 の問い

に答えよ。

(1)方 程式 /1/)=0を 解け。

修)方 程式 /′し)=0の解はただ1つで,方程式 /(労)=0の解の間にある

ことを証明せよ。                    (浜松医大)

‖iИ格

=α とする。

(子)′=響

(o(ガ)2~ズ}′
主θ

′
(ィ)ク

~χ
tt θ(打)(―夕

~χ
)

{/(打)2χ}′
=/′(χ)タ

ズ十/(万)タ
ヌ

□

□

妙 平面上の曲線 ノ=cos(w/毎
「
χ
)と

,原 点を中心 とする半径 /の 円との共

有点の個数 N(γ)を 求めよ。                (東京工大)

(1)AB=AC=1,∠ A=2θ である三角形ABCの 内接円の半径 /を θで

表せ。

修)θが0<θ<サの範囲を動くとき,
る。sinαを求めよ。

χ>0の とき,任 意の自然数 %に 対 して

/を 最大にするθの値をαとす

(岐阜大―医・工)

固 対数は自然対数。

α>1の とき,

α≧0-α α≧1

日 (乃)′=/′θ十乃
′

(子)′=響

わ =秒 .ユ
放  力 肱

( c o s 2 θ) ′= _ s i n 2 θ

△AB C =歩 αあSi nθ

sin2θ=2sinθcosθ

C ~`~一α十~

日 !々主1●2・…・々

H=1,01=1

と約束する。

固 (2材)′=夕
~力χ

(~ )々

=一 ゑダ族

団

団

1+十 十老子十者;十
…・十

てだ 革
>(1-券

)2χ
が成 り立つことを証明せよ。ただし, 2は 自然対数の底 とする。 (岡山大)

打≧0で 定義された 2つ の関数 物(打),υ(%)が それぞれ171,竹)をみたしてい

る。

閉孝≦物 的孝=拷υ
ただし,々 は正の定数で,物 (0)=υ(0)と する。次の問いに答えよ。

(1)関 数 /(ガ)=が
χ々%(χ)の 導関数の符号を調べよ。

(2)物 (打)≦υ(労)を 示せ。                (山田大―理系)



α解答は 「解説と解答」p.54

数学III
第 11常 座     ■ この 講 座 の ね らい ■  〔噛 学 βの完全整理」p.76～ 95参 照〕

1・
/ f ( D放

は 穴う の不定積分 (原始関数)で,微 分 したら Kう となるもの。

2 . / r ( O J・ は
考多

す(う の逆演算であることの理解

3 .す ( I ) > 0の とき,克
bす

(・) J Iは ノ=す( I )と I軸 の αからbま での間の面積

4 . C′ ( I ) =す( I )の とき,ガ す(・洵腕= [ C ( I ) ] : = C ( b )一C (α)

5。処 号とす
じ )=/1爪D加 ,処 与呂f皓

)=/1穴う
加

次の細 北 答え良

位)不 定積分
ル

2夕3χ滋 を求めよ。

0 %は 自撒 であるとして 胞 キ {キ
十
巧ギ竿了

+…十
両房百洗了面計

を求めよ。 (九州歯大)

解法のPを)i阿f5●解答へのハppに断c角

〕十C    ……固

〕}

……□

←(/o)′=/′θ十/g′

∴乃=//′g放十//g化滋

∴//g牝放=乃一//′g放
(夕
3ア
)′=が

X・3

F./渉ズ放=キがヌ十C

←娘券出/(孝)=/ケ位)滋

/(1+打)牝放(αキー1)

= ( 1 +打 )を
+ 1 + c

α+ 1

滋ル
十

滋
　
「
‐
リ

ル
一十一

　

　

〓

式与

〓滋

卍脇
何択
亡

十一
　

　

十一　

　

〓

式与２

〕]|

４



ら=/1 があ%=Lム…とおくと乱次の御用こ答え良

(1)0<α″<場丁'%=1'2,…・であることを示せ。

修)α ″―α角_1(物≧2)を 調べて,α″を求めよ。

00と 0に より,無 限級数 1+十 十
芽

十
キ

十…・の和 を求めよ。      餅 潟大理 剰

●解答へのハppruc角

0<α″</1〔
=[〔

(1)0<打 <1で は,0<夕 χ<夕である。そこで,

〕α労

〕]|=二〔        〕
∴0<物<〔 〕

Oα ″」 = / 1ヽ

栃 :宅 第|夕
化沈 = [一

ヽう声 q第 1 2χ l一 / 1〔

=〔        〕十〔  〕
・・・ α角~a_l=〔         〕(%≧2)

(α角一αか1)十…+(偽―の)十(の一a)=冨〔   〕
ここで,αl = 〔   〕から,

α″=〔 〕一日〔   〕

〕て芝好

……□

13)(1)の結果から,は さみうちの原理によって,

0<胞α″<胞〔  〕=〔 〕 ∴処α″=〔 〕
次に,修 )の結果か ら,

独颯α″=〔 〕一狭昭呂〔  〕
∴1+十十芽十キ十……〔 〕   ……□
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解法のPを)i阿f5

←/1(1-方)″1滋

= [一玉土
務
塗生

琉
=券

メンg滋=乃一//g牝滋

← 拷!=拷(拷-1)……・3。2・1

0!=1 と約束す る。

←又F夕X″杉=[夕χ]|==クー1

←l i m ら= α, l i m = β

のとき,

lim(ら土う″)

=lim α″土limあ″(複号同順)



積分法

%を 自然数とする。次の各FH5いに答えよ。

(1)あ=/名inttθ″とおく。%≧3のとき,あをあ_2で表せ。

0あ=/ち″位一方つ宇あ(%≧のとぉくとき,あをあで表せ。
(3)/6を求めよ。                                    (九大―理系)

●解答へのハppruc角
oぁ =r名血かw《

〕)冴θ

121あで,打=Shす(0≦″≦をうとおくと,滋=COsサ冴ナ

∴ あ=ポ はhナcOsの[】ル

=〔       〕/考(Sin2サ)たあけ
2 ″= θとおくと, 2 渉= 郷 であるから, 上 の結果から

あ=〔   〕/名h″θ・歩冴=〔 〕あ

〕/2

〕冴θ

……国

……固

……固

ｒ
九

物
　
Ｌ
メ
　
　
　
乃

棟
【
ト〓

ｔ

“

“

あ

一十　

　

一一
　

〓

項

か
―〓九

Ｈ
報θ
冴θｎ

〓ｔ

捺

九３

解法の比)i阿f5

←(/ g )′=/′o十/g′ から

//ダ務=乃一//′g滋
←cos2θ=1_sin2θ

←

[:i:::]

sin2,三二2 sinサcos″

←

[:1:::]

輛 ぱθ=甲

/cos2θ冴=量七身生十C
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□ 処(裁)チを求めよ。

□   
(1)打 =孝 ―サとお くことにより,次 の定積分の値を求めよ。

r=支
ギ

10g(1+tan打 )α佐

修)r叩 肱を計算せよ。

関数
=宰留紡

+打 を微分せよ。

連続関数/し)に対して/ケ1/)肱=rケ(α―ガ)滋

r“=脊鎌争滋を求めよ。

(東京医大)

を示せ。

(高知医大)

定数 αに対 して,

(金沢大―理系)

とを示せ。

(福島県医大)

(東京工大) 
四 C°S″π=(-1)″

‖iHf5

□ゑ三亨可訪ダ乳巧丁
yレ竹滋諭_//g物

□ (tanダ)′=

打=tan″のとき,

滋 = 1 
カ

□ (sinχ)′=cosχ

(cosガ)′=一 s苅断

g″(ナ)>0な ら ば 。
′
(才)は 増

加 。

団(考)′=響
(2)ィ =α 一方とお く。

(3)sin(π 一方)=sinガ

(複号同順)

日 α≦ガ≦あで /(打)<g(イ)

ならば

拡予(χ)滋<拡
bg竹
)放

α≦労≦うで /(ィ)>0,

α<c<う ならば

克ケ(イ)放<拡ケ1/)滋

□胞号畠/じ)
=Flメ(打)放

(C解 答は 「解説と解答」p.56)

(東京工大)

(1)0≦打≦号のとき,siM≧打cosχが成り立つことを示せ。

修)0<ナ<サとする。%=―サ,0,サのとき,/(χ)=cos/が成立するよう

な 2次 関数 /1/)を 求め,I:/(χ )肱 ≧
I;COM滋

を示せ。 (筑波大)

次の極限を求めよ。 兜/物lSh物1滋

自然数 %に対 して あ(打) =号
I : ( 1 -→ ) Zナ

2渉
とぉ く。

(1)あ (坤7)を 求めよ。

(2)limあ(坤7)=海 をみたす αを求めよ。

ヌマ　　一ぞ

‐十上打
窃

‐ｉｍ中　顛

団

[ヨ]r=押χギドM放とする。
(1)rの 値を求めよ。

修)拷は定数で0<拷<号とすると

厘 ]あ
し)=歴ル

物+ と々おくとき,胞 r抗し)滋を求めよ。ただし,%は 自然

こつ一立沸
　
　
筋

次

　

た
ｓｉ

，
　
　
二
２

き

　

√

九
拷＞肱打ｎ工

２
一打

工

２ｒ
九＞ｒ

数 とする。 (横浜市大一理系)



第12構座

数学III

面 積
C解 答は 「解説 と解答」p.59

■ この講座 のね らい■  〔「数学βの完全整理」p口98～101参照〕

1.定 積分の定義 ・意味の再確認

2.不 定積分の計算力の育成

3.α ≦】≦うにおいて,す(I)>0の とき,ノ =す(I)と I軸 の間の面積

4.a≦ I≦ ぅにおいて,ノ =す(I)と ノ=o(】)の 間の面積

5。 c≦ノ≦ど において,I=す (ノ)と I=o(ダ )の 間の面積

留圏攣圏圏豊 】母音『
筋2と曲線ノ=log打十う

(1)あをαを用いて表せ。

がただ 1つ の点で交わり,その交点で共通の接線をもつもの

(2)α =堪
声

のとき,こ れらの曲線と労軸で囲まれた部分の面積を求めよ。 (名大)

●解答へのハppttcttc角
(1)2曲 線が 打=け で接する条件は

冴2=〔

②から,

/歩(〔

〕…②
てし

京

欲

２
　
０

〕……①,

〕で, これを〓

１
一２
　
卜

解法の比)i阿f5

Ⅲ2つの曲線ノ=/(打),ノ=o(打)が

″座標がすの点で接する条件は

げ樹二少β)

-log 2α‐栃
↑

←ノ=号ずとノ=10g万十七―ク9共

有点は(1,歩)

←
ル

メ
ヵ =タノ十C

力号̀汐=t早半十C

……□

〕]:
……固

れぞれそ
　
Ｉヽ
Ｊ

は数関の

「

―

ノ

　

ノ

ｔ
殉
打〓‐
は

，
卜
郷
コ，
藤

き

　

「

ナ

　

０

　

　

　

　

る

と
　
　
　
　
　
＞
　
　
　
　
め

中
Ｈ
晦
【
つて，求

２

　

　

　

　

よ

一一
　

　

〓

の

1

1 本 一  i  lg=10g打十サ
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αはIの 定数とする。サ>1に 対し,曲線ノ=打α log労上の点 P=(チ,サα logサ)における接線が

打軸と交わる点をQと し,点 (サ,0)を Rと する。

三角形 PQRの 面積をSl(サ),曲 線 ノ=打
αlog方の 方≧1の 部分 と, 2つ の直線 ノ=0,打 =ナ とで囲まれ

た部分の面積を S2(サ)と する。

担亀増☆挙の値を求めよ。 (阪大)

●解答へのハppruc角
ノ

=打 α10g万

・・・ノ
′=打α~1(〔

よって, Q ( s , 0 )とおくと,

ついて,

テα l o g テ_ 〔

″>1か ら,

〕)

直線PQの 傾きに

てつ

ｒ

ｔ

ヽ

ょ

一
一
　

　

。

為
　
梅　″一ｒ孔

で
　
０

．”　
刈
　
品

一

〓

方
　

＆

一

滋
１

一
労

／

１

１

一一
　

　

三

〕滋

〕10g打]:‐~フrを〔

よって,

S2(ナ)

品 (す) 〕
……□

〓

出現す暑彬十=〔

g=打
alog″
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解法のPを)i阿f5

← θ=∠ PQRと お くと

tan θ=弊

/ ( ″) = 方α l o g 打とお くと

tan θ=/′(す)

←品(″)=号QR・RP

←(/g)′=/′o十/θ
′から

//′o滋=/o一//ク牝滋
α+1半 0の とき,

//牝沈=を年十十C

←lim/(ア)=α, lim。(″)=β

EEDlim{/(方)土g(ィ))=α ttβ

(複号同順)

lim(/(打)o(万))=α・β



面 積

懃露霞ぺたつ餡
α, みをα≧1, αキ2, あ>0な る東三2敗とし, ガの「封数 /(打)=222χ_″ ズ十防 を考える。

(1)/(打)が単調増加となるとき,α,う のみたすべき条件を求めよ。

(2)ノ=/(打),ノ=防 ,打=0に より囲まれる図形の面積 Sを 求めよ。

(〕 (1)の条件のもとでαを動かすとき,Sの 最大値 〃 をうの関数として表せ。        (東北大)

●解答へのハppruc角
(1)/(打)=2221_α21+筋

・・・/′(ガ) = 〔

しヽま, タア‐一〔    〕*=0と
条件は

/′(打)≧0であるから,

るす在

十
ｔ

軒

Ｖ
，
／
　
み

■
ｒ
”
　
の占

小
ま

Ｈ

狗

ん
Ｖ

　
な

るあでつだ

　

　

ｏ

コ

‐た
義

ヽ
ワ

〕
よって,求 める

う≧〔

(2) /(打)―一あ打==0の解印ま, 打二=〔
お くと,求 める図形の面積 Sは 次のよ

S=豚αげの一朔滋|=豚
α
《

=|ン ー〔 半
α・

いま, 夕α=〔   〕であるから,

" …固

これをαと

〕) 滋
|

‖
S=〔

(3)(1)から,

1≦α≦〔     〕

条件α≧1,αキ2から,α とSの関係は

右のようになる。よって,

1 7 1  ″< 1の とき,〃 は存在 しない(・.・α≧1)。

0 1≦α≦3, αキ2のとき, SのJ敦大値〃は 〔
lt1 3<α≦たのとき, α=たのとき27をとる。
固 0<う<〔   〕革のとき, 〃は存在しなV。ヽ

〔   〕禁≦う≦〔   〕書のとき, 27=〔

〔    〕i<うのとき, 〃=〔
〕
〕

(2万-1)2

解法の化)i阿f5

← 夕2χ=(ダ )2

場争=を争・場捺から
(夕2っ

′=夕2メ.2

αキ0の とき,

筋2 +放十び

=α律十五義戸)2_七許

← α=1°g2

←lαl≦4Vτ

O筋 <1⇔0<う<十
竹)1≦ 4Vτ≦3

-十 ≦う≦十
03<妨牛十<み

二
２

〓

⇔
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(暉解答は 「解説と解答」p.61)

曲線 ノ=log夕1/+1)-1と ,曲線のノ軸 との交点における接線,お よびχ軸

によって囲まれる部分の面積を求めよ。 (鳥取大)

原点を通る直線が,連 立不等式

積を 2等 分するという。ただし,

求めよ。

次の(1た修)に答えよ。

(1)方程式 1労
2_11_α =0

(2)曲線ノ三十万
2_11と

直線

を定めよ。ただし,α≧0

ノ≧~方,→力十七告≦1
α> 0 , あ> 0 と する。

‖i打格

□/1og竹十α)紘
=いかbg位十分一ル

□ sin2θ=2sin θ cos θ

鋭 =甲

固克負打~β)竹―α)滋

=一
響   (α

<β)

□  2斉=夕・l°g2

/ プ
l o g 牝滋= 薔 十C

とする。

直線 ノ=4打 と曲線 夕=2χによって囲まれる図形の面積Sは,

みたすことを示せ。

14 < ( 3 2 - S ) l o g 2 < 1 5

で表される図形の面

この直線の方程式を

(長崎大)

の実数解の個数を求めよ。

ノ=α が囲む図形の面積を最小にするαの値

(鹿児島大)

次の不等式 を

(奈良県医大)

駿ノ=穴つlogv昭の逆関数をノ=よつと名
(1)打 >0の とき,メ(打)>方 を証明せよ。

(2)夕=g(打)のグラフをかけ。

13)ノ=θ(打),ノ=χ,打 =1で 囲まれた部分の面積を求めよ。(名古屋市大)

αを正の定数として,次 の式で表される曲線をCと する。

打=α(θ―sinθ),ノ=α(1-cos θ)(0<θ <π)

(1)曲 線Cの 接線のうち,打 軸の正の向きと
者

の角をなすものの方程式を

求めよ。

(2)曲 線Cと (1)で求めた接線と打軸で囲まれる図形の面積Sを求めよ。

(愛媛大一理系)

2点 A(1,α),B(2,b)を通る曲線がある。この曲線の接線とガ軸との交点を

T,接 点から打軸におろした垂線の足をHと するとき,線分THの 長さがつ

ねに一定であるという。ただし,α,う は異なる正の定数とする。

(1)こ の曲線の方程式を求めよ。

(2)こ の曲線と直線ABと で囲まれる部分の面積Sを求めよ。(二重大一理系)

団 ノ=メ(ガ)

解いて,労
y

の逆関数とは,打 で

とノをとりかえる。

{;十王チ
(″,g)

□ 筋=α(1-cos θ)冴

cos2θ主
甲

/cos 2θ″=三七弁生十C

E7El力>0のとき,が=メl°gカ

ル物=ル如g協

手
1 。g 々

十C = 了
磐孝

十C



第13驚座

数学HII

―――――――ヤ蹴計長さ
C解 答は 「解説と解答」p.64

参照〕■ この講座 のね らい■  〔「数学βの完全整理」p.lo2～110

1.体 積 ・長さの概念

2.曲 線をI軸 のまわりに回転 してできる立体の体積

3.曲 線をノ軸のまわりに回転 してできる立体の体積

4.ノ =ダ(I)の I=α から 】=b(α <b)ま での曲線の長さ

5.曲 線が媒介変数表示されているときの曲線の長さ

蟹 露 ,;風 騒軍 抗互呈蛋ぽ

形恵 力お 打軸のまわ蜘こ回転してできる立体の体

きる立体の体積を 7(%)と する。%が 2以上の自然数

で,0≦打≦1のとき,胞ギ名杉キを求めよ。 (山田大一理系)

解法のPを)iИf5

←y=πttbげ1/)}2放

π(〔 〕一〔 〕)

←y=π/ど竹(ノ)}2の

← ノ=打 ″牛 労=ノ 万

〓

π(〔
〕

〕一〔 〕)
……固

●解答へのハppttcttc角
アの=π漁

=π(〔

7の=π漁
=π(〔

胞劣 緋

〕滋―π/1〔   〕滋

〕一〔       〕)

〕の一π/1〔  〕カ

〕―〔    〕)

49



る。関数 /し )を 求めよ。

/(打)を 0≦労<1で 定義された単調に増加する微分可能な関数で /(0)=0と する。任意のα

的<α旬 について ノ=爪り の 陶 ≦周 こ劇 する孤の長罰まb g (キ≧チ)一
αで与えられ

(筑波大)

●解答へのハppruc角

①式の両辺をαで微分すると,

左辺:坊煉
右辺:坊佑D=〔

∴ げ〈α》
2=〔

/(打)は単調増加であるから,

よって, ②から

ｇＯ

ら

　

　

　

　

〓

か
　
αｒ

　ヽ

辺

件
　
ｒ
九
　
右

条の長孤

)あ=log(tギ:ケ)一α
〕)-log(〔 〕)―α

〕滋=〔

〕十〔 〕一〔

であるから,

……①

……②

……③

……固

〕
0 <α<1で  /′(α)〔 〕0

/0=〔
③をα=0か らα=打まで積分すると,

/(打)=支lχ〔
=[〔
= - l o g ( 〔

―

＜ｏ＞〓ｏ
形

Ｈ

Ｄ

／
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継の陶 imf5

←ノ=/(打)の打=αか ら万=う まで

の弧長 ″は

〃=】FVl+1/′(ィ)}2放

←孝克ケの″=/の

←ノ=lo g lガ|と す る。

( 1 ) ″> 0 の とき,

ノ=log万

. 妙 _ 1…
 力統

~ 方

( l i ) 方< 0 の とき

ノ=log(一 方)

サ= 一 方とお くと

ノ=logナ

∴孝=モ多…孝キ(一D
. の _ 1
…

 滋

~ 方

∴/芋滋=b』ダ|十C

/幹 滋=/十″
= l o g l ′| 十C

(″= / (打)とおくと冴=/′(ア)滋)

∴/幹胸昭剛十C



体積・長さ

/(ガ)=″2 sin冴2とする。ノ=/し)のグラフの0≦打≦1の部分とガ軸とで囲まれた図形をノ

軸のまわりに回転させてできる立体の体積yは y=筋 /1打/(ガ)滋で与えられることを示し,

この値を求めよ。 (東大)

●解答へのハppruc角
0<打≦1とし,ノ=/(労)の区間[0,打]の弧と労軸

および(打,0)を通リノ軸に平行な直線によって囲ま

れる部分 をノ軸のまわ りに回転 した立体の体積 を

7(打)とする。

このとき,

7し 十Z打)一yし)=Zy

は,打軸の区問 E/,打十Z打]の部分を回転した部分(円環)を底面とし,高 さ

が,お よそ/し)(Z方を十分小さくとる)の柱体の体積である。

この とき,底 面の円環の面積は

π(〔

=π{〔

[打,打十Z打]

π(〔

〕)2_π〔   〕

〕}

における/(労)の最大値を〃,最小値を物とすれば,

肋≦孝≦爽 〕)〃

/(打)は連続であるから,4打 →0のと

よって,は さみうちの原理から,

胤孝封   〕

き, 〃 , 物→/ ( 労)

∴券=〔

〕滋

滋

ｒ
九

″

″

‐‥
十

亡

　

　

　

　

　

一
一

　

コ

　

コ

＞〓
　

　

　

寸
　

ｙ

持

　

　

　

〃 よって,

〕

"…□

=一
[〔

=〔  〕

g=メ(″)

冴

……□

５

鱗の陶imf5

← 滋 を微小の増分 とす ると,体 積

の微小の増分 冴yは ,上 図か ら,

″y=2材 ノ放

←″{2箕ム箕十像佐)2}物

≦Z 7

≦″{2氏嵐 +(Z打)2}〃

←

放

ら

　

竹

か
　
ん
メ

”　才”ル



用閉祐

□ cos A一cos β

〒
一為h響 韻nギ

学的
圭
甲

団 cos2/=1+COS物

□み
α筋=ギ舞許C

(α+1キ 0)

圃//し位),β′竹)放
(け= g位 )と お く)

=//(つ″

/ 夕
を滋=α夕を+ c

固 泳=V滋〆十の2

千V生十(孝) 2″

=訳場争)十々(場歩)2″

日兜タセむ=娩歩=0 1

不等式 1打十ノ|≦sinガ,0≦ 打≦π

得られる立体の体積を求めよ。

(C解 答は 「解説と解答」p.66)

の表す図形を打軸のまわ りに 1回 転 して

(群馬大)
滋ｇカ一カ〓筋ル□

□
拷> 0 とヒ 穴つも

〈
筋 十

う
とす仇 鵬 川 ズつ 旧 とχ軸および

2直 線 方=0,労 =2π で囲まれた部分の面積をS(拷)とし,こ の部分を労軸

のまわ りに回転 してできる回転体の体積をK々 )とする。

(1)増
勢

S( )々を 求めよ。  (2)事 m7(拷 )を 求めよ。    (山梨医大)

0<α <―
チ

とする。妙 平面において,次 の 2つ の不等式をみたす領域を考

える。 ●―c∝のO―cos,≦0,一歩≦打≦孝
この領域を打軸のまわりに1回転してできる立体の体積が最小となる α

の値およびそのときの体積を求めよ。 (神戸大)

直線 ノ=々 (ただし,々 >1)を 軸とし, 2点 (0,拷),(1,1)を 通る放物線

Cを 考える。打軸,ノ 軸およびCで 囲まれる図形を打軸のまわりに回転して

できる立体の体積が最小になるように々を定めよ。 (奈良県医大)

第 2次導関数が /くつ=域
其

夕考+ 2 ~壱
) (α

>の である関数 穴つ につい

て,次 の各問いに答えよ。

(1)/(0)=α,/′(0)=0と する。/(打)を 求めよ。

(2)曲 線 ノ=/位 )上 に2点 A(― α,メ(―α)),B(α,/(α))を とる。弧 AB

の長さを求めよ。                   (山形大―医)

媒介変数 θを用いて,次 の式で与えられる曲線がある。ただし α>0

打=αCOS3θ ノ=αsin3θ(0≦θ≦2π)

(1)こ の曲線の長さを求めよ。

(2)こ の曲線で囲まれる部分の面積を求めよ。       (大分医大)

(1)曲 線 2ノ=2χ十がズ
の 0≦打≦す(サ>0)の 部分の長 さ s(サ)を 求めよ。

ただし, 2は 自然対数の底である。

修)(1)の条件のもとで,!喚{サー10gs(サ))を求めよ。

関数 /し)は 偶関数であり,正 の定数αに対して /し+2α)=/(χ)を みた

す。また,0≦ 打≦αにおいては,/′(打)=―/(打),/(0)=1を みたす。

(1)曲線 ノ=/(打)の概形を -3α≦打≦3αの範囲でかけ。

12)曲線 ノ=/(労)の -3α≦打≦3αの範囲にある長さを求めよ。

(広島大一理系)

″

団

(香川医大)



定積分の応用
α解答は 「解説と解答」p.69

■ この講座 のね らい■  〔「数学βの完全整理」p口84～91参照〕

1.定 積分の概念を再確認

2.定 積分で表された関数に慣れる。

3.定 積分で表された関数の導関数

4.定 積分で表された関数と定積分

5.積 分を含む等式

次の各問いに答えよ。

関数 ダ位)=rttOs打 ナ(1-cos2π サ)グ方は ガ=0で 極大値 F(0)=1 をとることを証明せよ。 (山梨医大)

(東京医大)0孝 (/軟サー/11ogr渉)を求めよ。

●解答へのハppruc角 解法のPを)iИf5

(1)0≦チ≦1のとき, 打(キ0)が 0に近といなら↓ゴ

〔   〕<cos打″≦〔   〕

・・・ COS打穴1~COs277ナ)≦〔          〕

・・・ F(打)<〔     〕1/半0)

よって,F(打)は打=0で極大となる。極大値は

〕)冴′=[〔
=〔  〕

← α<万<う において,

g(打)</(打)

ならば

五
う
o(ア)滋<克ケ1/)滋

0/恥一カ10grか/化  ル可/靴  形

FO=沢〔

∴与式=巧争沖

〕]|
……固

―沖  形=一ほ
=〔             〕

←孝克ケ(かか/の

//′g放=乃一//g牝沈

/10gサ″
=サbgサール・十″

形一→多〈労rk  形)
〕]i

……固
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実数全体で定義された連続姻 数/働 に対して, Fの = r拘 韻n 1 /―か冴 とする。

(1)F″1/)十F1/)=/し)となることを証明せよ。

(2)F(打)=/(打)一彪
~斉が成り立つ/位)を求めよ。 (北大一理系)

●解答へのハppruc角
働 Fの=rヶosinl労一つ″

.・.F(打 )=sin打
/・

〔      〕″
一

cOs打
/靴

      〕渉  … …
①

・・・ F′(打)=COSttr化       〕渉 十sin打
又F〔      〕冴

……・②

F″ (打)=一 Sin打
又F〔

      〕力 十 とos打
/・

〔      〕カ

十(〔 〕ンし)

.・.F″ し)=〔  〕F位 )十〔     〕

.・.炉 ワ
(打)十F(打)=/(打) ……③

(〕          F(打)=/(打)一″
一・          ……④

④を③に代入して

炉ツ(打)=〔     〕

打で積分 して

F′(打)=〔        〕十Q(Qは 積分定数)

さらに積分して

F(打)=〔        〕十Cl打十Q(Cは 積分定数)   ……⑤

①,② で打=0の とき,F(0)=0,F′ (0)=0  よって,

Q =〔 〕, C =〔  〕          ……⑥

よって,(Э,(9,(0か ら,

/(打)=〔                  〕        ・・…・・[ヨ

54

解法の比)i閉f5

←sin(α一β)

= S i n  2  C O S  β
~ C O S  

α S i n  β

(/め
′=/′o十/ゴ

孝克ケの力=/の

ら
　
物

働
み
↑



定積分の応用

関数/し)とその導関数/′し)が連続で,す べての方に対して

ぱ■l1/1"=/竹γの十株 爪州加
が成り立つとする。このとき,次 の各問いに答えよ。

(1)/し)を 求めよ。

(2)関数ノ=/し )の 極値を求めよ。 (九大一理系)

●解答へのハppruc角
(1)与 式において,労=0と おくと

/(0)=〔  〕

与式を打で微分すると

坊ズ'十し2+D抑=〔

∴抑=《

∴/幹 滋―/11
.・.log l/(打)|=〔

∴/働=Ct
ここで, ①から       C = 〔

・・・/ (打) =〔

》の

タ十
一

〓

ａ
　

ｃ

Ｌ
〃
卜
　
し，

ｈ
ｌ
メ

　
　
　
　
だた

〕    ……③ □

〕)(〔     〕)夕〔   〕一
　

　

，

陶
切　
　
傾　傾

数
　
　
「
―
ノ
コ

ー

脚

て

瓜

　

　

ｔ

亡

ぃ＜打＞〓．２如表ヵ、ら，覗
販

抱
／
れ
靭
ｒ‐ｔ

③
　
　
③
初
　
　
固

２

労

/′(打)

/(万)

解法の比)i阿f5

←Fの=克ケの力のとき
F ( α) = 0

孝五ケ(か″=/ω

(/o)′=/′g十/ゴ

ザ1子学キ″肝→bg1/1洲十C

← /(打):偶関数 (ノ軸対称)

→ /(一方)=/(ガ)

メ(ィ):奇関数 (原点対称)

― /(~打)=~/(万)
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□
働 勅 = 1 2歓 っ渉 とするとも 次の式都 明せよ。

F′(労)=2/(2労)一/(打)

め,最 小値を計算せよ。

αを 0<α≦
号 をみたす定数とする。関数 /し)=

0≦打≦2π における最大値と最小値を求めよ。

O Cの = F河 げ 掬 >の について, Cの を最小にする方の値を求

ほ巨]0<打<1職して穴つ=rす誇 とする。
。 0/(わ)を求めよ。を求めよ歩(穴海一つ

(京都府医大)/(打)十/(71-打2)=歩を示せ。

打≧寺 碇 義された駿 穴つ がつねに択 つ=為 M堪 歓 肋 をみ

たすとき,次 の問いに答えよ。

(1)/(打)を 求めよ。

修)ノ =/(力)の グラフ,打 軸,直 線

図形の面積を求めよ。

関数 / ( 打) が , / ( 労) > 0 , メ( 打) / ′( 打) = 打 をみたし

2rケ(サ)冴=れく労)十崎g(労十マ/1+打2)
をみたすとき,/(χ)を求めよ。ただし,/(労)は微分可能かつ /′し)は連

続とする。                         (香川医大)

ほ□]α型のと乱駅か=ダbg打滋―夕bgαttα・lll
は減少関数であることを示せ。

日
関数 瓜 つ= だ レー

川ダχ
幼 最小値お えるテを求め曳

に国]穴
が X労十いがχt t r歓 つ渉= 0の と乱

坊夕打(つ)=坊を示せ。
/(打)の 極値を求めよ。

(げ解答は 「解説 と解答」pa 71)

‖int5

ロ ク=θ(ィ)と する。

孝r"ズか″
=歩克歓肋・孝
=/(%)g′(打)=/(g(万))ゴ(打)

□歩rケ(ヵ物=/位)

団孝拡
痢
ズかカ

=/(θ(万))θ
′
(打)

拡
う十五と克

C

日みCttχ放
=ル(Shイ)′滋
=打s統一/shχ放
= ガs i n ガ十c o s 労十C

団 求める関数は /位)=Vl+打
2

∴r労7wヵ
=夕打序

+ l o g (打+7 1 +万2) }

(滋賀医大)

号】F2sh(√
十α)渉 の

(広島大―理系)

工
３

〓χ および直線 打=π で囲まれる

(九州歯大)

とす る。 S ( α)

(熊本大―理系)

団孝r歓かヵ
=/(o(α))ゴ(α)

日 χ> 0 の とき,

労 = = 2 1 °gメ

□ /律)は微分可能と仮定してあ

る。(2)は,ま ず/(χ)を求める。

(福井医大)

(愛媛大―理 ・工)



微積分融含
C解 答は 「

■ この講座 のね らい■  〔「数学βの完全整理」p.34～110参照〕

1.微 分の概念の再確認

2.積 分の概念の再確認

3.微 分 ・積分の融合問題

4.数 列との融合問題

5.物 理への応用

第15驚座

数学III

任意の打に対して

求めよ。(導関数/′,

爪つ茶h舛だ抑か
/″は連続である。)

正号″争
r″(サ)冴サ+‐1が成り立つとき,/し )を

(東京女子医大)

解法のPを)i阿f5

句ケ0メめ放

=/の克
b訳
分″

②

十

　

　

　

”

滋
　
　
　
．

ハ
ヤ
　

　

う

の

　

ｒ

ノ
一　

　

〓

爪
　
　
コ

　
　
ル

打
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
，″

π
一２
　
π
一２
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ィ
く

可

刺
浄

ｎ
　
　
　
　
　
ｎ

Ｓ

　

　

　

　

Ｓ

一一　

　

　

〓

●解答へのハppに断c角

こ こで,

とお くと,

① とC)から,

② とC)から,

よって,求 める/位 )は

/(打)=〔

打
　
　
　
　
　
打

／

　

　

／

冴能
　
　
カ

　

ル

所
　
　
の
　
　
狗

規
　
　
　
片
　
　
片

的
　π・焔
　　・却　
π一物

可

珂
明

朝

↑

〕十あ〔 〕+1

〕

〕

α

Ｓｉｎ打十
頒
頒
京
Ｈ

ガ＞〓
【
烈

／

・
¨

……国
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αを正の定数とする。り 平面において,放 物線ノ=一打2+″ 十?は点(1,α)を通り,ノ軸と正

または0で交わるとする。この放物線と打軸の正の部分との交点を(サ,0)と し,不 等式

万≧0,0≦ ノ≦一方2+″ 十?を みたす部分の面積をSと する。

(1)サの動 く範囲をαを用いて表せ。

(2)Sを α,サ を用いて表せ。

(鋤 Sを 最小にする放物線ノ=一 打2+″ 十?を αを用いて表せ。              (名大一理系)

●解答へのハppruc角
(1)与 放物線 と打軸の他の交点を(s,

すると,与 放物線は

ノ= ~ ( 打―S ) ( 打~ 〔

とおけて,点 (1,α)を通るか ら,

oy=〔ン2+〔

=花戸〔   〕(サー〔
〔   〕*<〔

で最小となり,

〔   〕禁≦〔

0 ) ( s≦ 0 )と

〕)

〕)ガー〔

〕

〕}
, サ= 〔   〕

……① 固

……② □

S=〔        〕
また, 明らかに サ>1で あり, s≦0か ら

1<サ≦〔

滋十労一

ｒ

九〓滋
ど

　

ノイ

〓ｔ

Ｓ２

ｔ

　

き

十
　
　
と

Ｈ
Ｉ＞‐．
陶

〕* のとき,S′≦〔

サ=〔   〕で最小となる。

よつて,{拒抵挽き,;亘:字!認統
〔

サ 介

Ｓ

Ｓ

サ 州
Ｓ

Ｓ
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解法の比)i阿f5

←みα滋

=1子
i;::ほE二il

←ぐ夕)′=立坐花プ室と



微植分融合問題

曲線 方=/(ノ),0≦ノ≦30をノ軸のまわりに回転してできる底の平らな空の容器がある。以

下,長 さの単位をlcmと する。この容器に毎秒 αcm3の割合で水を入れるとき,あふれだすま

では,″秒後の水面の上昇速度が
vl+ナ

Cm/秒 であるとする。

(1)何 秒後に水面の高さが 18 cmに なるか。

(2)関 数/(ノ)を求めよ。ただし,/(ノ)は正の値をとるものとする。 (東北大)

●解答へのハpprmc角

ノ=】r〔
(1)サ 秒後の水面の高さをノcmと すると,サ=0

〕冴サ=[〔
・・・ノ=〔           〕

ノ=18のとき,        テ=〔   〕(秒後)

修)サ 秒後の容器中の水量を y, 水面の面積 を Sと すると

いま,

/し )>0か ら,

券=〔

孝封
S=〔

/(ノ)=〔

から,〓０　
沖
Ｈ
加

ノ
きとの

〕
〕((1)ckり)

〕

……固

……固

の
ア

一一　

　

〓

乱
町

　

し

らヽ，　
功

力

　
　
　
α

るあで

・・・げ

解法のPを)i阿f5

←上昇速度 :孝

ん岸再力=/11+め→放

=十いが琉

←S(ノ)=πげ(ノ)}2

冴y = S (ノ )の

(券Sl"孝)
の _ 1

カ
~ V l 十

け

S(g)
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(1)次 の定積分の値を求めよ。

( 1 ) I ン S h 打 肱   ( D  
I i s i n t t S h 2 χ

肱

O Kか =I X考 ―α tt nガ十
拳

血2打
ン
滋 し :実翔 とする。スの が最小

となるαの値を求めよ。                (金沢大―理系)

%の関数ズつを穴つ=だ17キ
丁渉

最小値を求めよ。

(庫解答は 「解説と解答」p.76)

で定義する。/(労)の 最大値および

(山口大)

‖imf5

□孝が
'ズめ″

=/(o(χ))す
′
(打)

□ 2sin2χ=1_cos2χ

2sinχ sin2″

=COSχ~COS3打

I号sin2筋=π(=々1,2)

団 /竹)の χ=α における微分

係数は

駒逸舞寮生=/〈か

□//′勉詢一//」′肱

成畠/(場)=rレ(打)滋

□
関数 穴つ =笈 抜

い の が条件
/拘

肱 封 をみたしてい礼

αをうで表せ。

」郵7を求めよ。

% を 自然数 とし,あ = / 2 ″
π
2χs l n 控与 肱 とする。

れ を求めよ。

処う≧れを求めよ。

々

　

１

　

２

曲線 ノ=/(χ)上 の任意の点 (α,/(α))における接線がχ軸 と点(α-1,0)で

交わ り,か つ /(0)=1と するとき,次 の問いに答えよ。

(1)/(打)を求めよ。

(2)0≦少<1の とき,1lm%プ=0を 用いて 磨ゲ(―%)の値を求めよ。

(熊本大―理系)

打十
七
ィ2+… 十

う
χ″=bg巧

岸丁
―
/―ギ与

渉 (0≦打<1)

を証明せよ。ただし, %は 正整数 とする。

α″=/号 cOs″ナcos%サ冴ナのとき, α″ を αz_1▼で表 せヽ。

修)のα″について遷成評″の和を求めよ。

α> 1の とき,曲線 ノ=打十
キ (歩

≦ガ≦α
)を

ノ軸のまわ りに回転 してでき

る器に水を入れるものとする。

(1)器 の容積を求めよ。

(〕 水を器に入れる速さは,単 位時間あたり体積 4と し,ま た α>6と す

る。水面が 夕=6に 達する瞬間の,水 面の上昇する速さを求めよ。

＞肱χ／
ｒ

九三γ を証明せよ。

(名古屋市大一医)

(福島県医大)

(弘前大)

固  S2重 1+″ 十/2+/3+… .十″″
~1

/S″重  /十/2+″3+...十γ″【一

(1-″ )S″=1-″
沼

固 cos(αttβ)
=COSα

COSβ
一

Sinttinβ

c o s (α一β)

=CO SαCOSβttS i nてぉinβ

2sin%方sinチ

=cos(″-1)″一cos(%+1ル

日 サ主ノ2_4とおくと力=2ン汐

ヵゎ2_4秒=歩力歩″
=歩・
宅ギ十百ル十C

(福井医大)


